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Vorwort. 


„Auch  eine  Enttäuschung,  wenn  sie  nur  gründlich 
und  endgültig  ist,  bedeutet  einen  Schritt  vorwärts." 

Max  Planck. 

Genau  200  Jahre  sind  vergangen,  seit  in  dem  Jahresbericht  der  fran- 
zösischen Akademie  der  Wissenschaften  zuerst  auf  Studien  des  Astronomen 
Maraldi  über  die  Form  der  Bienenzellen  hingewiesen  wurde.  Ein  Jahr  darauf, 
1712,  wurden  ebenda  die  Resultate  dieser  Studien  selbst  veröffentlicht.  Seit- 
dem führt  die  von  3 rhombenartigen  Vierecken  gebildete  Bodenform  der 
Bienenzelle  allgemein  den  Namen  Maraldische  Pyramide. 

Von  einem  neuen,  die  Frage  vertiefenden  Gesichtspunkte  betrachtete 
Samuel  König  die  Bienenzelle,  indem  er  1739  nachwies,  daß  bei  gegebenem 
Rauminhalt  und  gewissen  Nebenbedingungen  der  Abschluß  der  regelmäßig 
sechsseitigen  Zelle  durch  die  Maraldische  Pyramide  ein  Minimum  der  Ober- 
fläche erfordert,  also,  so  schloß  er,  die  Bienenzelle  in  der  Maraldischen  Form 
mit  der  größtmöglichen  Wachsersparnis  hergestellt  wird. 

Maraldi  hat  an  Stelle  der  wirklichen  Durchschnittsform  der  Bienenzelle 
ein  geometrisches  Schema  gesetzt;  wie  ich  nachweisen  werde,  nicht  durch 
Messung,  sondern  durch  Spekulation.  König  hat  vom  Minimum  der 
Oberfläche  auf  das  Minimum  des  Wachsverbrauchs  geschlossen 
unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung,  daß  alle  Zellflächen  gleich  dick  mit 
Wachs  belegt  sind,  und  daß  die  Kanten  als  geometrische  Linien  betrachtet  werden 
dürfen. 

Die  Maraldi-Königsche  Auffassung  von  Form  und  Sinn  des  Bienenbaues 
hat  200  Jahre  geherrscht  und  herrscht  noch  heute.  Es  ist  in  diesen  200  Jahren 
so  gut  wie  nichts  geschehen,  um  diese  Thesen  ernstlich  nachzuprüfen;  sie  sind 
von  Mund  zu  Mund,  von  Buch  zu  Buch  gegangen  und  sind  allmählich  zu 
Dogmen  erstarrt. 

Zwar  sind  von  Zeit  zu  Zeit,  besonders  im  18.  Jahrhundert,  Zweifel  an  der 
Zuverlässigkeit  der  Maraldischen  Angaben  laut  geworden;  auch  die  Lehre  vom 
minimalen  Wachsverbrauch  ist  von  einem  Mathematiker  des  18.  Jahrhunderts 
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scharf  kritisiert  worden,  aber  diese  Bedenken  haben  die  Festigkeit  der  Über- 
lieferung nicht  erschüttern  können,  sondern  sind  selbst  am  Autoritätsglauben 
zerschellt. 

Ich  habe  gänzlich  voraussetzungslos,  mit  den  zuverlässigsten  Meßwerk- 
zeugen, nach  den  dem  Objekt  am  besten  angepaßten  Methoden,  auf  sicherer 
geometrischer  Grundlage  durch  beinahe  4000  Messungen  die  Konstanten  der 
normalen  Bienenzelle  festgestellt. 

Ich  habe  gefunden,  daß  zwar  das  sechsseitige  Prisma  der  Bienenzelle 
typisch  regelmäßig  ist,  daß  aber  die  Bodenform  keineswegs  die  Forderungen 
des  Maraldischen  Typus  erfüllt.  Ich  habe  festgestellt,  daß  die  Bodenwände  der 
Zelle  gesetzmäßig  dicker  sind  als  die  Prismenwände,  und  daß  ungefähr  ein 
Dritteil  des  ganzen  Wachsverbrauchs  in  den  Kantenverdickungen  steckt.  Die- 
jenige Form,  welche  sich  unter  diesen  Voraussetzungen  als  Minimalform  ergibt, 
ist  weder  die  Maraldische  noch  die  wirkliche  Zellform:  die  Bienen  arbeiten 
bestimmt  nicht  mit  minimalem  Wachsverbrauch;  ja,  die  ganze  Idee  von  der 
Sparsamkeit  der  Bienen  oder  des  Bienenbaus  ist  nichts  wie  eine  teleologische 
Fiktion,  eine  falsche  Antwort  auf  eine  falsch  gestellte  Frage. 

Auf  meinem  Wege  ergeben  sich  Einblicke  in  die  Arbeitsweise  der  Bienen, 
ja  sogar  gewisse  psychophysische  Konstanten  für  die  Leistungsfähigkeit  ihrer 
Sinnes-  und  Werkzeugsorgane.  Beantwortung  findet  endlich  die  Frage,  wie 
es  möglich  war,  daß  der  Maraldi-Königsche  Irrtum  sich  200  Jahre  hindurch  hat 
konservieren  können:  Die  Geschichte  dieses  Irrtums  ist  ein  Stück  Wissenschafts- 
und Geistesgeschichte. 
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§ 1.  Die  Form  der  Bienesizellen. 

I.  Die  Kepler-Maraldische  Normalform. 

Die  normale  Form  der  Bienenzelle  ist  ein  gerades  sechsseitiges  Prisma, 
abgeschlossen  durch  drei  viereckige,  rhombenartige  Bodenflächen,  deren 
stumpfe  Winkel  sich  zu  einer  dreiseitigen  Pyramide  zusammenschließen. 
(Fig.  1).^)  Die  Basis  des  Prismas  an  der  offenen  Seite  der  Zelle  ist  ein  dem 
Augenschein  nach  nahezu  oder  ganz  regelmäßiges  Sechseck.  Die  6 Prismen- 
flächen werden  durch  die  3 Bodenflächen  zu  Trapezen  abgestumpft. 

Nicht  denselben  Eindruck  der  Regelmäßigkeit  bieten  schon  dem  un- 
bewaffneten  Auge  die  3 Bodenflächen.  Aber  man  glaubt  erkannt  zu  haben,  daß 
ihre  Unregelmäßigkeit  nur  Schwankungen  um  einen  festen  Typus  sind.  Diesen 
Typus  hat  zuerst  Joh.  Kepler  aufgestellt.  Mit  genialem  Blick  für  das  Ganze 
der  Erscheinung  hat  er  (1619)  die  Bodenpyramide  der  Bienenzelle  als  stumpfe 
Ecke  des  Rhombendodekaeders,  die  Zelle  selbst  als  Hälfte  eines  Rhombendode- 
kaeders angesprochen.  (Fig.  la).  Zu  dieser  Auffassung,  aus  der  alle  Einzelheiten 
von  selbst  folgen,  leiteten  ihn  geometrische  Betrachtungen  über  die  Möglichkeit 
kontinuierlicher  Raumerfüllung  durch  kongruente,  gleichwinklige  Körper,  welche 
nur  durch  Würfel  und  Rhombendodekaeder  zu  leisten  ist.  Ein  halbes  Jahr- 
hundert nach  Kepler  hat  Swammerdam  die  Bodenform  der  Bienenzelle  im 
Wesentlichen  richtig  erkannt;  ihn  hat  die  scharfe  Beobachtung  des  Natur- 
forschers vor  unberechtigtem  Schematisieren  bewahrt.^)  Allgemein  bekannt 
geworden  ist  die  Pyramidenform  und  ihre  Gesetzmäßigkeit  erst  durch  den 
Astronomen  Maraldi  (1712).^) 

1)  Die  getönten  perspektivischen  Abbildungen  von  schematischen  Modellen  hat  mein 
Kollege,  -der  Königl.  Zeichenlehrer  Herr  Julius  Bautze,  die  Photographien  nach  natürlichen 
Wachsobjekten  und  Gipsabgüssen  Herr  Privatdozent  Dr.  Carl  Zimmer  hergestellt.  Beiden 
Herren  spreche  ich  meinen  Dank  aus. 

la)  Joh.  Kepler,  Harmonice  mundi,  L.  V.  2.  Lib.  II,  S.  115  und  122.  Keplers  Priorität 
in  dieser  Frage  war  den  deutschen  Gelehrten  des  18.  Jahrhunderts  wohlbekannt.  Ich  finde 
sie  zuletzt  erwähnt  in  Klügels  Math.  Wörterbuch,  Teil  II,  1805,  S.  694.  Seit  hundert  Jahren 
ist  Keplers  Anteil  hinter  der  französischen  Tradition  verschollen. 

2)  Swammerdam,  Tractatus  de  apibus.  Beobachtungen  von  1673.  L.  V.  3. 

3)  Hinweis  durch  den  ständigen  Sekretär  Fontenelle,  L.  V.  4.  S.  25.  Einführung  der 
Entdeckung  durch  denselben,  L.  V.  5.  S.  6— 15.  Die  Abhandlung  Maraldis,  L.  V.  6. 
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Die  Kepler-Maraldische  Bodenform  ist  eine  dreiseitige  Pyramide;  in  der 
Pyramidenspitze  O (Fig.  1.)  stoßen  die  stumpfen  Winkel  FOD,  DOE,  EOF  der 
3 kongruenten  Rhomben  AFOD,  BDOE,  CEOF  zusammen.  Die  stumpfen 
Rhornbenwinkel  betragen  109®  28’,  die  spitzen  70°  32’.  Die  Neigungswinkel 
der  Rhombenflächen  gegeneinander  d.  h.  die  Ebenenwinkel  an  den  Kanten  OF, 
OD,  OE  betragen  120°.  Unter  denselben  Winkeln  von  120°  sind  die  Rhomben- 
flächen in  den  Kanten  AD,  DB,  BE,  EC,  CE,  FA  gegen  die  Prismenflächen 
geneigt.  Die  stumpfen  und  spitzen  Winkel  der  Trapeze  FAA’F’  usw.  sind 
gleich  den  entsprechenden  Rhombenwinkeln.  Also  in  der  ganzen  Figur  kommt 
kein  anderer  Flächenwinkel  vor  als  der  des  Rhombendodekaeders  von  120°, 
und  kein  anderer  Kantenwinkel  als  der  stumpfe  109°  28’  und  sein  Supplement 
70°  32’.  Wir  haben  4 kongruente,  regelmäßige,  dreiseitige  Ecken  bei  O,  A,  B,  C, 
in  denen  je  3 stumpfe  Kantenwinkel  zusammenstoßen,  und  3 kongruente,  regel- 
mäßige, vierseitige  Ecken  D,  E,  F,  in  denen  je  4 spitze  Kantenwinkel  Zusammen- 
stößen. 

Man  kann  sich  die  Rhombenbedachung  geometrisch  dadurch  hergestellt 
denken,  daß  um  die  Diagonale  FD  (Fig.  2.)  eines  regelmäßigen  Sechsecks,  von 
dem  DAj  und  FA^,  zwei  benachbarte  Seiten,  mit  der  Länge  DA^  a sind,  und 
dessen  Mittelpunkt  ist,  die  Schnittebene  DAFO  in  die  geeignete  Lage  gedreht  ist 
und  ebenso  um  DE  und  EF  die  Ebenen  DBEO  und  ECFO.  Die  richtige  Lage 
und  Größe  des  Rhombus  DAFO  ist  dann  erreicht,  wenn  die  kurze  Trapezkante 

a 

A’A  (b)  gegen  die  lange  Kante  D’D  (h)  um  x = AA^  = rTT^  verkürzt  ist.  AIs- 


verkürzt  ist. 


dann  hat  das  Verhältnis 


AAi 


DAi 


tg  ip  den  Wert  H’  = 19,47.  Die  schräge 


Trapezseite  DA  ist 


3a 


2]/ 2’ 


also  das  Dreifache  des  Abschnitts  AA^.  Die  kurze 


|/2’ 

AAi 

das  Verhältnis  = X 


Rhombendiagonale  OA  ist  = 


1:  p; 


also  ihr  Verhältnis  zur  langen  Diagonale  DF  ist 


ist  = 


1 

W’ 


woraus  der  Neigungswinkel  x 


Ebenen  AFD  und  A^FD  = 30  ^ folgt. 

Die  Zellen  liegen  stets  so  (Fig.  3.),  daß  eine  Prismenkante  (EE’)  oben,  eine 
(AA’)  unten  liegt;  also  2 parallele  Prismenebenen  (BDB’D’  und  CFC’F’)  liegen 
in  der  Vertikalebene,  keine  in  der  Horizontalebene.  Mit  den  Vertikalebenen 
legen  sich  die  Zellen  einer  Horizontalreihe  aneinander,  mit  den  schräg  gestellten 
Trapezflächen  die  Zellen  einer  Schrägreihe. 

An  jede  Zelle  der  einen  Wabenseite  legen  sich  3 Zellen  der  andern  Seite 
mit  je  einer  Rhombenfläche  an,  so  daß  die  ausspringende  Bodenpyramide  jeder 
Zelle  in  die  einspringende  Vertiefung  eingreift,  welche  je  3 Zellen  der  andern 
Wabenseite  bilden.  Die  3 Rhombenkanten,  welche  in  die  Spitze  der  Pyramide 
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einlaufen  und  beim  Einblick  in  die  Zelle  frei  sichtbar  sind,  bilden  in  den  Zellen 
der  einen  Wabenseite  die  Figur  Y,  in  denen  der  anderen  Seite  Bei  normalem 
Bau  sind  Lücken  nicht  vorhanden;  jede  Trapezfläche  sowohl  wie  jede 
Rhombenfläche  ist  doppelseitig  verwendet  als  gemeinsame  Qrenzwand  zweier 
benachbarter  Zellen.  In  Figur  3.  sind  schematisch  5 Zellen  (3  + 2)  der  Seite 
dargestellt,  2 Zellen  der  Y-Seite.  Die  eine  von  diesen  ist  in  natürlicher  Lage, 
die  andere  parallel  seitwärts  gerückt,  um  die  Ansicht  der  einspringenden 
Qrundpyramide  freizugeben. 

Die  Figuren  4.  und  5.  stellen  nach  Wegtrennung  der  verdeckenden  Zell- 
wände die  Lage  der  Kanten  und  Ebenen  beider  Wabenseiten  um  je  einen  Eck- 
punkt herum  vor.  Figur  4.  ist  eine  Ecke  der  Art  O,  oder  auch  A,  B,  C; 
3 Rhombenkanten  der  einen  Wabenseite  und  eine  Trapezkante  der  andern  Seite 
stoßen  unter  gleichen  Kantenwinkeln  von  28’  zusammen  und  sind  durch 
6 Ebenen,  3 Rhombenflächen  einer  Zelle  der  einen  Seite  und  3 Trapezflächen 
von  3 Zellen  der  andern  Seite  verbunden.  Figur  5.  ist  eine  Ecke  der  Art  D,  E,  F. 
Diese  Ecken  liegen  in  der  Mittelebene  der  ganzen  Wabe  (Vergl.  Fig.  3.), 

während  die  vorigen  (O,  A,  B,  C)  um  x nach  der  einen  oder  der  andern 

Seite  herausspringen.  In  einer  Ecke  dieser  zweiten  Art  stoßen  6 Zellen,  3 der 
einen,  3 der  andern  Wabenseite  zusammen.  Die  gemeinschaftliche  Kante  EE’ 
der  3 Zellen  einer  Wabenseite  ist  die  Verlängerung  der  gemeinschaftlichen 
Kante  EE’’  von  der  andern  Wabenseite.  Die  6 Rhombenflächen,  welche  in  E 
mit  ihren  spitzen  Winkeln  zusammenstoßen,  bilden  in  E eine  sechsseitige  Ecke 
mit  abwechselnd  einspringenden  und  ausspringenden  Neigungswinkeln  von 
120®;  ihre  Kanten  laufen  durch  Punkt  E hindurch,  so  daß  auch  hier  nur  4 Grade 
durch  E vorhanden  sind,  aber  alle,  nicht  wie  in  Fig.  4.  durch  den  Scheitel  der 
Ecke  einseitig  abgegrenzt,  sondern  hindurchlaufend;  alle  spitzen  Kantenwinkel 
von  70®  32’  ausgefüllt  durch  12  Zellwände  der  6 Zellen. 

II.  Messungen. 

Gewaltige  Geistesarbeit  haben,  von  Swammerdam  bis  Dzierzon,  Bienen- 
züchter, Naturforscher,  Geometer  und  Philosophen  auf  die  Erforschung  der 
Konstitution,  der  Biologie,  der  Arbeitsweise  und  der  psychischen  Fähigkeiten 
der  Bienen  gewandt.  Hinter  dieser  großartigen  Intensität  der  Beobachtung  und 
Spekulation  ist  die  messende  Untersuchung  der  Bienenarbeit  vollständig  zurück- 
geblieben. Kümmerlich  ist  die  Zahl  der  wirklich  vorgenommenen  Messungen, 
kümmerlich  und  nicht  dem  Stand  der  Wissenschaft  entsprechend  die  an- 
gewandten Methoden,  kümmerlich,  unsicher,  beschränkt  die  Resultate.  Es  ist, 
als  ob  weder  die  Beobachter  noch  die  Geometer  sich  für  dieses  Gebiet  zu- 
ständig und  verantwortlich  gefühlt,  und  jeder  dem  andern  die  ihm  unliebe  Auf- 
gabe zugeschoben  habe.  So  sind  zufällig  und  unsystematisch  gewonnene 
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Zahlenwerte  von  Jahrzehnt  zu  Jahrzehnt  als  wohlbeglaubigt  weitergegeben 
worden.  In  ihrem  Respekt  vor  den  Geheimnissen  der  Geometrie  haben  die 
Zoologen  nicht  gemerkt,  daß  ein  Astronom,  einige  Geometer  und  Philosophen 
die  Frage  des  Bienenbaus  auf  ein  totes  Geleise  gefahren  haben. 

Messungen  auf  der  Oberfläche, 
a)  18.  J a h r h u n d e r t.  Ich  gehe  zunächst  nur  auf  die  Messungen  der 
Dimensionen  der  äußerlich  auf  der  Wabe  sichtbaren  Zellensechsecke  ein.  Man 
hat  den  Abstand  zweier  parallelen  Sechseckseiten  oder  den  Durchmesser  2 e 
des  eingeschriebenen  Kreises  als  Durchschnittswert  bestimmt,  indem  man  auf 
der  Oberfläche  der  Wabe  über  eine  größere  Zahl  von  Zellen  hinwegmaß  und 
die  Maßzahl  durch  Zahl  der  Zellen  dividierte. 

Die  älteste  derartige  Messung  stammt  von  Swammerdam"*)  (1673): 

5 Zellen  = 1 Zoll  holl.,  55  Zellen  ~ 1 Fuß  holl.,  2 (^=^5,15  mm; 
die  Drohnenzelle  um  mehr  als  Ys  größer,  also  etwa  7 mm. 

Aus  dem  18.  Jahrhundert  liegen  5 Messungen  vor: 

Maraldi^  (1712):  60  Arbeiterzellen  = 1 Fuß,  1 Zelle  = 5,41  mm 
oder:  66  „ 1 „ , 1 „ ---4,92  „ 

Durchschnitt  = 2 ^ — 5,1 7 „ 

ReaumurY  (1741):  20  Arbeiterzellen  - 3 Zoll  IIY2  Linie,  1 Zelle  — 5,41  mm; 
in  anderen  Richtungen  ungleich.  1 0 Drohnenzellen  in  einer  Richtung  — 2 Fuß  9^5  Zoll, 
1 Zelle  = 7,54  mm;  in  einer  anderen  Richtung  9 Drohnenzellen  = 2 Fuß  9^5  Zoll, 

die  Zelle  um  Yo  größer  = 8,37. 

Klügel")  (1772):  Seite  der  Zelle  =0/2  Duodezimallinie  (hannöversch), 
hieraus  2 ^ = 5,27  mm. 

Castilion  Y (1781):  Mittel  aus  10  Messungen  2 ^ = 5,4  mm, 
größter  Wert  5,50,  kleinster  5,28. 

LatreilleY:  14  Zellen  = 76  mm,  1 Zelle  = 5,43  mm  horizontal, 

14,5  Zellen  - 76  mm,  1 Zelle  = 5,24  mm  schräg. 

Diese  dem  17.  und  18.  Jahrhundert  entstammenden  Werte  lassen  er- 
kennen, daß  weder  innerhalb  der  einzelnen  Zelle  vollständige  Gleichheit  der 
Abstände  herrscht  (Reaumur,  Castillon),  noch  daß  die  Zellen  der  einzelnen 
Wabe  (Maraldi,  Castillon),  noch  daß  die  Zellen  verschiedener  Waben  überein- 
stimmen (größter  Wert  5,50,  kleinster  4,92  mm).  Es  war  eine  Illusion,  wenn 
Thevenot,  der  Freund  Swammerdams,  die  Dimension  der  Bienenzelle  als 


9 L.  V.  3.  S.  377—378. 

9 L.  V.  6.  S.  403—404. 

9 L.  V.  10.  S.  26-27. 

9 L.V.  16.  S.  355. 

9 L.V.  19.  S.  299-300. 

9 Zitiert  bei  Wyman,  L.  V.  33.  S.  70.  In  Latreille,  histoire  naturelle,  L.  V.  23.  habe  ich 
diese  Angaben  nicht  aufgefunden. 
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Normalmaß  Vorschlag;^'’)  eine  Illusion  auch,  wenn  Reaumur  aus  der  Kenntnis 
der  Maße  antiker  Bienenzellen  die  Wiederherstellung  verlorener  antiker  Maß- 
einheiten für  möglich  hieltd^) 

In  der  Folgezeit  ist  das  Bewußtsein,  daß  man  es  hier  mit  Durchschnitten 
von  sehr  schwankenden  Einzelwerten  zu  tun  hat,  fast  vollständig  verloren  ge- 
gangen. Bis  auf  unsere  Tage  werden  in  wissenschaftlichen  wie  in  populären 
Schriften,  wofern  man  sich  überhaupt  auf  Zahlen  einläßt,  die  Reaumurschen 
Werte  zitiert. 

Den  wirklichen  Beobachtern  konnten  die  Unregelmäßigkeiten  auch  der 
normalen  Bienenzelle  nicht  entgehen;  aber  sie  haben  sich,  von  Reaumur  bis 
Darwin,  der  Theorie  des  starren  Typus,  den  sie  durch  eine  exaktere  Wissen- 
schaft für  erwiesen  hielten,  gefügt,  wenn  auch  mit  Bedenken  und  Vorbehalten. 
Im  Allgemeinen  gilt  die  Konstanz  der  Zelle  nach  Form  und  Größe  noch  heute 
für  eine  wissenschaftlich  feststehende  Tatsache.  In  der  letzten  der  mir 
bekannten  wissenschaftlichen  Arbeiten  über  die  Zellform  der  Honigbiene  heißt 
es^“’):  „Man  kann  vielfach  in  Tausenden  von  nebeneinander  stehenden  Zellen 
auch  nicht  die  geringste  Unregelmäßigkeit  in  Form  und  Größe  bemerken.  Ja, 
die  Regelmäßigkeit  in  der  Größe  ist  eine  so  überraschende,  daß  Thevenot  die 
Bienenzelle  als  Grundlage  eines  Normalmaßes  vorschlug.  Genauere  Messungen 
ergaben  allerdings  die  Gleichmäßigkeit  der  Zellen  eines  Stockes;  allein 
zwischen  den  Zellen  verschiedener  Stöcke  herrscht  keineswegs  eine  sehr  be- 
deutende Übereinstimmung.“  Die  neueste  populäre  Darstellung  der  Honig- 
biene versteigt  sich  bis  zu  der  Behauptung,^^)  daß  sie  „ihre  Zellen  mit  geo- 
metrischer Genauigkeit  bis  auf  Winkelsekunden  zutreffend  bauen“. 

b)  19.  Jahrhundert.  Wirkliche  Messungen,  mit  guten  Werkzeugen, 
in  reichlicher  Zahl  und  methodischer  Wahl  hat  nur  ein  Mann  vorgenommen,  der 
Amerikaner  Jeffries  Wyman.^^)  Auch  seine  Messungen  suchen  fast  aus- 
schließlich Durchschnittwerte  der  Abstände  auf  der  Oberfläche  der  Wabe  auf. 
Wyman  hat  an  4 Arbeiter-  und  4 Drohnenwaben,  stets  über  10  Zellen  hinweg, 
in  allen  3 Richtungen  die  Durchmesserwerte  2 2 2 (2  ist  der  horizontale 

Durchmesser)  bestimmt.  Für  die  4 Arbeiterwaben  erhält  er  die  Werte  2 = 5,15, 

2^/2  = 5,13,  2^3  = 5,03  mm.  Der  mittlere  Durchmesser  der  einzelnen  4 Waben 
ist  2 ^ = 5,06,  5,16,  5,19,  5,00;  das  Mittel  aller  Werte  ist  2 ^ = 5,10.  Eine  andere 
Messungsreihe,  in  der  an  einer  Wabe  in  den  verschiedenen  Richtungen  zusammen 
über  570  Zellen  hinweg  gemessen  wurde,  ergab  2 = 5,21,  2 ^2  = 5,19, 

2 ^3  = 5,20,  2 (j  = 5,20  mm. 

’o)  Erwähnt  bei  Swammerdam,  L.  V.  3.  S.  379,  bei  Reaumur,  L.  V.  10.  S.  28,  und  öfters 
bei  Späteren. 

11)  L.V.  10.  S.  28. 

12)  K.  Müllenhoff,  L.  V.  36.  9.  590. 

15)  K.  Sajö,  L.  V.  47.  S.  69. 

10  L.  V.  33.  S.  70-72. 
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Auf  den  4 Drohnenwaben  waren  die  Durchmesserwerte  in  den  3 Richtungen 
2 = 6,56,  2 ^2  = 2 (J3  = 6,45  mm.  Der  mittlere  Durchmesser  auf  den 

einzelnen  Waben  war  6,78,  6,44,  6,53,  6,28;  das  Mittel  aller  Werte  2 ^ = 6,51  mm. 

Wyman  zieht  aus  seinen  Messungen  folgende  Schlüsse: 

Eine  Zelle  von  der  typisch  regelmäßigen  Form  ist  selten,  viel- 
leicht niemals,  verwirklicht. 

Der  horizontale  Zelldurchmesser,  der,  wenn  die  Schwere  auf  die 
Zelle  zerrend  einwirkte,  verkürzt  sein  müßte,  ist  durchschnittlich  der 
längste.  Also  Einwirkung  der  Schwere  auf  die  Zellform  ist  nicht 
vorhanden. 

Die  Zellgrößen  wechseln  von  Wabe  zu  Wabe.  Sie  pflegen  in 
derselben  Wabe  von  den  oberen  zu  den  unteren  Reihen  zu  wachsen. 
Damit  bestätigt  Wyman  messend  eine  viel  früher  ausgesprochene  Bemerkung 
Hunters.i^)  In  einer  von  Wyman  gemessenen  Drohnenwabe  (durchschnittlicher 
horizontaler  Durchmesser  6,58  mm)  betrugen  die  horizontalen  Durchmesser  von 
12  aufeinanderfolgenden  Horizontalreihen  6,27,  6,35,  6,38,  6,45,  6,55,  6,60,  6,71, 
6,78,  6,78,  6,76,  6,68,  6,73  mm.i^) 

c)  Meine  Messungen.  Ich  selbst  habe  Oberflächenniessungen 

vorgenommen,  deren  Ergebnisse  in  den  Tabellen  lA,  IB,  IC  zusammen- 
gestellt sind.  Mein  Hauptmaterial  für  diese  und  die  folgenden  Messungen 
waren  3 Waben,  welche  ich  aus  Thielitz  bei  Görlitz  erhalten  habe. 

Ich  bezeichne  mit  Th.  I eine  Arbeiterwabe,  mit  Th.  II  eine  Übergangswabe, 
deren  oberer  Teil  Arbeiterzellen,  deren  unterer  Teil  Drohnenzellen  enthielt, 
mit  Th.  III  eine  Drohnenwabe.  Nebenbei  sind  noch  andere  Waben 

verschiedener  Herkunft  benutzt.  Diejenige  Wabenseite,  deren  Zellen 

die  Rhombenkanten  des  Bodens  in  der  Y-Form  zeigen,  sind  mit  einem 
Sternchen  * versehen.  Auf  dieser  Wabenseite  habe  ich  die  Durchmesser 
2 ^1,  2 ^2,  2 (;3,  ausgehend  von  dem  horizontalen  2 ^1,  von  rechts  nach  links 
drehend,  also  gegen  den  Lauf  des  Uhrzeigers,  herumgezählt,  auf  der  anderen, 
nicht  besonders  bezeichneten  Wabenseite  (der  A-Seite),  rechts  herum;  dadurch 
gehören  die  untereinander  stehenden  Werte  von  2 ^2  und  2 ^3  denselben  Richtungen 
an  und  sind  miteinander  vergleichbar.  Meine  Messungen  bestätigen  die  von  Wyman 
aus  seinen  Messungen  gezogenen  Folgerungen.  Insbesondere  zeigt  Tabelle  lA,  daß 
der  horizontale  Durchmesser  der  unbenutzten  Arbeiterzellen  5,34  zwar  um 
0,03  mm  = 0,6  % = V179  kleiner  ist  als  der  Durchschnittsdurchmesser  5,37 ; doch 
ist  diese  Abweichung  von  der  Gleichheit  gänzlich  unbedeutend.  2 der  Drohnen- 
zellen (Tabelle  IB)  aber  (7,10)  übertrifft  den  Durchschnitt  6,91  mm  um  0,19  mm 
= 2,7  ö/o  = Ys«-  Also  ist  in  der  Tat  eine  Zerrung  durch  Schwerewirkung  nicht 
vorhanden. 


15)  L.V^  20.  S.  148. 

16)  L.  V.  33.  S.  77. 
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Dagegen  ist  der  horizontale  Durchmesser  der  benutzten  Zellen  (Tabelle  IC) 
2 = 5,14  mm  um  0,11  mm  = 2,1  ^/q  = V47  kleiner  als  der  Durchschnitt  2 (j 

= 5,25  mm.  Diese  Verkürzung  der  horizontalen  bzw.  Verlängerung  der  vertikalen 
Zelldimension  dürfte  durch  die  Belastung  mit  Brut  oder  Honig  hervorgerufen  sein. 

Bestätigt  werden  diese  Ergebnisse  durch  Winkelmessungen  auf  der  Oberfläche 
der  Waben.  Die  Sechseckswinkel  a,  /?,  /,  von  denen  a im  obersten  oder  untersten 
Scheitel  der  Zelle  liegt,  ß und  y links  herum  folgen,  haben  auf  der  Y- Seite  der 
Wabe  Th.  II  folgende  Werte: ^7)  a ß y 


000 


Th.  11*  (oben,  Arbeiterzellen)  . . 120,2 

120,7 

119,1 

Th.  II*  (unten,  Drohnenzellen)  . . 121,0 

119,2 

119,8 

Mittel:  120,6 

120,0 

119,5 

Dagegen  in  der  schon  benutzten  Wabe  ^ 

0 

0 

Nr.  4.  aus  Tabelle  IC  ....  118,1 

120,9 

121,0 

In  der  unbenutzten  Wabe  hat  der  Winkel  a den  größten  Durchschnittswert, 
in  der  benutzten  den  kleinsten,  und  zwar  ist  er  in  dieser  um  beinahe  3 ® kleiner 
als  die  anderen  Winkel,  welche  durch  Schwerewirkung  vergrößert  werden  müssen. 

Ist  in  der  unbelasteten  Wabe  gar  keine  Schwerewirkung  bemerkbar,  so  ist 
sie  doch  auch  in  der  belasteten  Wabe  sehr  gering,  ja  erstaunlich  gering  in  An- 
betracht des  biegsamen  Materials  und  der  tatsächlich  sehr  großen  Belastung. 
Denn  der  Quadratdezimeter  einer  mit  Honig  gefüllten  Doppelwabe  wiegt  ungefähr 
350  g,  also  der  Inhalt  eines  der  üblichen  Rahmen  von  20  cm  Breite  und  18  cm 
Höhe  hat  ein  Gewicht  von  H/4  kg.  Wabe  Nr.  1.  2.  in  Tabelle  IC  ist  eine 
Doppelwabe  von  35  cm  Höhe  bei  20  cm  Breite;  sie  muß  gefüllt  2^2  kg  wiegen. 
In  ihr  zeigen  die  Horizontalreihen  der  oberen  Hälfte  eine  Durchbiegung  nach 
unten,  welche  in  der  Mitte  bis  13  mm  beträgt.  Tabelle  IC  lehrt,  daß  im  Mittel 
beider  Seiten  für  diese  Wabe  2 ^ ^ = 5,00,  2 ^2  = 5,27,  2 (j  ^ = 5,28,  2 ()  = 5,18 
ist;  also  deutliche  Verlängerung  der  Vertikaldimensionen  auf  Kosten  der  horizontalen. 

d)  Kritik  der  Oberflächenmessungen.  Auf  eine  tiefere 
Analyse  der  Wymanschen  und  meiner  Oberflächenmessungen  gehe  ich  nicht  ein. 
Ich  will  an  dieser  Stelle  nur  die  Bedenken  berühren,  welche  sich  gegen  die 
Messungen  über  die  Oberfläche  hin  geltend  machen  lassen. 

Die  Sechseckskanten,  welche  das  Oberflächennetz  der  Wabe  bilden, 
haben  niemals  die  Dicke  der  Zellwand,  sondern  sind  stets  verdickt.  Die 
Bienen  tragen  das  Baumaterial,  welches  zur  Herstellung  der  prismatischen 
Zellwände  dienen  soll,  als  Verdickung  auf  die  äußeren  Randkanten  auf 


Ausgeglichen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  so  daß  die  Winkelsumme 
im  Sechseck  6-  120  0 = 720®  beträgt.  Anzahl  dieser  und  der  folgenden  Messungen  68;  also 
jeder  Wert  Mittel  aus  8 Messungen. 
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und  arbeiten  die  Zellwände  zu  der  erstrebten  Dünnheit  aus,  .indem  sie  stets 
den  untersten  Teil  der  Verdickung  wegnagen  und  die  Abfälle,  wie  das  neu  hin- 
zukommende Wachs  außen  auf  die  Randverdickung  auftragen.  Diese  Rand- 
dicke, durch  welche  die  Oberfläche  der  Wabe,  mag  sie  fertig  oder  unfertig  sein, 
Festigkeit  erhält,  schwankt  bei  Arbeiterzellen  in  Breite  zwischen  0,2  und  0,4  mm 
und  erstreckt  sich  in  eine  Tiefe  von  ungefähr  0,7  mm;  bei  Drohnenzellen  liegt 
die  Breite  zwischen  0,2  u.  0,8  mm,  die  Tiefenerstreckung  ist  hier  ungefähr 
0,9  mm.  Diese  Randverdickungen  sind  gut  erkennbar  in  der  photographischen 
Aufnahme  einer  Drohnenwabe  Fig.  6.^^^) 

In  jedem  Falle  ist  durch  diese  unregelmäßige  Randverdickung  das  genaue 
Erkennen  und  Messen  eines  einzelnen  Zellsechsecks  unmöglich  gemacht.  Will 
man  auf  der  Oberfläche  der  Wabe  messen,  so  muß  man  über  viele  Zellen 
hinwegmessen  und  den  Durchschnitt  bilden,  wodurch  der  Fehler  der  Rand- 
verdickung auf  viele  Zellen  verteilt  wird.  Aber  der  Einfluß  der  unregelmäßigen 
Randverdickungen  bleibt  eine  nie  ganz  auszuschaltende  Fehlerquelle. 

Die  Zellen  sind  fast  niemals  Prismen  mit  geraden  Kanten  und  ebenen 
Flächen.  Vielmehr  krümmen  die  Kanten,  an  der  Mittelwand  senkrecht  an- 
setzend, sich  nach  außen  zu  in  die  Höhe,  wobei  sie  untereinander  parallel 
bleiben.  Schematisch  ist  dies  dargestellt  in  Fig.  7,  durch  Photographie  einer 
Drohnenwabe  in  Fig.  8.  Dementsprechend  können  nur  die  beiden  Vertikal- 
flächen jeder  Zelle  eben  sein,  den  4 andern  Flächen  wird  die  Krümmung  der 
Kanten  aufgenötigt,  diese  Krümung  ist  auf  jedem  Schnitt  einer  Wabe  zu  er- 
kennen, welcher  in  der  Vertikalebene  und  senkrecht  zur  Mittelwand  der  Wabe 
gelegt  wird;  sie  ist  als  durchaus  gesetzmäßig  anzusehen.  Ihre  Größe  schwankt 
erheblich;  Huber^®)  gibt  als  gewöhnlichen  Wert  der  Krümmung  einer  Zelle  4 bis 
5®  an,  als  größten  mehr  als  20^  gegen  die  Horizontale.  Die  größte  von  mir 
gemessene  Erhebung  über  die  Horizontale  betrug  16®.  Ob  diese  Krümmung  für  die 
Brutwaben  irgend  einen  Nutzen  gewährt,  ist  nicht  einzusehen;  in  den  Honig- 
waben erschwert  sie  das  Auslaufen  des  Honigs  und  dürfte  auch  dadurch  von 
Vorteil  sein,  daß  der  Honig  von  beiden  Wabenseiten  aus  sich  an  der  Mittelwand 
sammelt  und  nicht  die  Außenteile  der  Zellen  belastet.^®)  Wegen  der  Krümmung 
der  Zellen  laufen  die  Prismenkanten  nicht  senkrecht  gegen  die  Wabenoberfläche 
aus  (vergl.  Fig.  7.  und  8.);  das  Sechseck  der  Oberfläche  ist  also  nicht  der  senk- 
rechte Querschnitt  des  Zellprismas.  Zwar  sind,  da  die  Kanten  in  der  Vertikal- 
ebene bleiben,  die  horizontalen  Liniendimensionen  unverändert,  aber  die  verti- 
kalen sind  vergrößert;  die  Winkel  an  der  Spitze  und  am  Grunde  des  Sechsecks 
sind  verkleinert,  die  4 andern  vergrößert.  Es  bleibt  deshalb  unsicher,  welcher 


Damit  die  Abbildung  den  Eindruck  tiefer  Zellformen  mit  wulstigen  Rändern 
hervorruft,  ist  es  zuweilen  ratsam,  sie  zu  drehen  oder  zu  wenden. 

18)  L.  V.  22.  II,  S.  238. 

lö)  Ich  finde  diese  Bemerkung  in  dem  Briefe  F.  A . . . vom  Mai  1740.  L.  V.  9.  S.  454. 
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Teil  der  oben  angeführten  Durchmesser-  und  Winkelungleichheiten  durch 
wirkliche  Unregelmäßigkeit  des  Prismas,  welcher  Teil  durch  die  Schiefe  des 
Schnitts  veranlaßt  ist. 

Endlich  zeigt  sich,  daß  manchmal  die  Zellen  einer  Reihe,  über  die  man  hin- 
wegmißt, ganz  gleichartig  gebaut  sind,  also  den  Fehler  der  Einzelzelle  addiert 
und  verstärkt  wiedergeben,  nicht  ausgeglichen,  wie  man  es  von  einem  Durch- 
schnittswert fordern  muß.  Manchmal  freilich  sind  die  Unregelmäßigkeiten  be- 
nachbarter Zellen  gegeneinander  ausgeglichen  und  liefern  wirkliche  Durch- 
schnittswerte; aber  beide  Fälle  sind  ohne  Nachprüfung  im  Einzelnen  von  vorn- 
herein nicht  zu  unterscheiden.  Dadurch  kommt  eine  weitere  Unsicherheit  in  die 
Abschätzung  dieser  Messungen. 

III.  Messungen  an  Gipsabgüssen. 

a)  Methode  der  Messungen. 

Um  mich  von  diesen  Fehlern,  welche  allen  früheren  Messungen  an- 
haften, freizumachen,  bin  ich  dazu  übergegangen,  meine  Messungen  prinzipiell 
nur  an  Gipsabgüssen  der  Zellen  auszuführen.  Ein  Gipsabguß  gibt  nach  Weg- 
schmelzen des  Wachses  die  Form  der  einzelnen  Zelle  genau  wieder.  Er  ge- 
stattet Messung  der  in  der  Wabe  von  außen  her  nicht  zugänglichen  Bodenform 
und  auch  der  Prismendimensionen  dicht  am  Boden,  wo  die  Krümmung  der  Zelle 
noch  nicht  eingesetzt  hat.  Er  gibt  die  Eigenschaft  der  Einzelzelle,  nicht  Durch- 
schnittswerte. Jeder  Zellabguß  hat  außerdem  den  großen  Vorzug,  daß  man 
seine  Lage  in  der  Wabe,  ja  seine  Zugehörigkeit  zu  einer  der  beiden  Waben- 
seiten jederzeit  erkennen  und  ihn  demgemäß  orientieren  kann.  Die  konkave 
Prismenkante  hat  oben  gelegen,  die  konvexe  unten;  für  die  Wabenseite  ist  ent- 
scheidend, ob  die  3 Pyramidenkanten  des  Bodens  die  Y-Form  oder  die  ^-Form 
bilden.  Die  Y-Formen  habe  ich  durch  ein  Sternchen  " gekennzeichnet.  Während 
der  Messung  habe  ich  die  Abgüsse  stets  so  orientiert,  daß  das  Auge  in  der 
Richtung  von  der  Pyramidenspitze  nach  der  Zellöffnung,  also  von  innen  nach 
außen  blickt.  In  den  Y-Zellen  habe  ich  die  zu  messenden  Größen  z.  B.  die 
Zelldurchmesser  von  links  nach  rechts  herum,  also  in  dem  Drehungssinn  des 
Uhrzeigers,  aufeinander  folgen  lassen;  in  den  A-Zellen  umgekehrt.  So  sind  die 
Werte  der  beiden  Wabenseiten  miteinander  vergleichbar,  und  es  ist  die  Folge 
der  Stücke  dieselbe,  wie  die  oben  (S.  14)  auf  der  Wabenoberfläche  hergestellte: 
Beim  Blick  von  außen  her  in  den  Y-Zellen  gegen  den  Uhrzeiger,  in  den 
A-Zellen  mit  dem  Uhrzeiger. 

Nicht  zu  unterschätzen  ist,  daß  Gipsabgüsse  nicht  wie  die  zarten  Wachs- 
gebilde durch  die  Messung  zerstört  werden,  sondern  für  Nachprüfungen  er- 
halten bleiben.  Meine  Gipsabgüsse  habe  ich  den  3 oben  gekennzeichneten  un- 
benutzten Thielitzer  Waben  entnommen.  Der  Messung  habe  ich  nur  solche 
Abgüsse  unterzogen,  welche  dem  unbewaffneten  Auge  keine  erheblichen  Un- 
regelmäßigkeiten zu  erkennen  geben  und  für  normal  gelten  können. 
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Welche  Größen  sind  der  Messung  zu  unterziehen?  Welches  sind  die  geeig- 
neten Instrumente? 

Nicht  meßbar  sind  die  Längen  der  Kanten  und  ihre  Winkel  zueinander. 
Dies  gilt  zunächst  für  die  Prismenkanten  wegen  ihrer  Krümmung;  es  gilt  für 
alle  Kanten,  weil  die  Ebenen  niemals  in  scharfen  Linien  aufeinanderstoßen, 
sondern  in  den  Winkelraum  der  Ebenen  stets  eine  Längsverdickung  eingelegt 
ist.  Mögen  die  Bienen  die  Kanten  nicht  schärfer  ausarbeiten  können,  oder 
mögen  diese  Verdickungen  im  Bauplan  liegen,  ihre  Wirkung  ist  jedenfalls,  daß 
die  Kanten  zu  dreiseitigen  Wachsstäbchen  werden  und  als  festes  Gerüst  für  die 
viel  dünneren  Ebenen  dienen. 

Am  Gipsabguß  sind  nach  Wegschmelzen  des  Wachses  alle  Kanten  ab- 
gerundet; sie  laufen  nicht  in  Punkten,  sondern  in  rundlichen  Wölbungen  zu- 
sammen. So  sind  die  Kantenlängen  überhaupt  nicht  geometrisch  definiert.  Sind 
schon  die  Scheitel  der  Ecken,  in  denen  3 Kanten  zusammenlaufen,  nicht  an- 
nähernd punktförmig,  so  ist  es  geradezu  eine  Seltenheit,  daß  die  4 kantigen 
Ecken  einigermaßen  das  Bild  einer  geometrischen  Ecke  bieten.^®)  Die  4 Kanten 
haben  sehr  selten  die  Richtung  auf  einen  Scheitelpunkt  hin;  ihre  Enden  bilden 
einen  stumpfen  Grat  oder  eine  flächenhafte  Wölbung.  Von  den  6 Prismenkanten 
laufen  3,  die  9 Rhombenkanten  laufen  sämtlich  mit  einem  Ende  in  eine  4 kantige 
Ecke  aus;  also  von  den  15  Kanten  haben  12  ein  derartiges  unbestimmtes  Ende. 

So  ist  die  Messung  aller  Kantenlängen  und  Kantenwinkel  wegen  der 
geometrischen  Undefiniertheit  dieser  Gebilde  gänzlich  illusorisch.  Das  Ansetzen 
des  Zirkels,  den  man  im  18.  Jahrhundert  wohl  ausschließlich  verwendet  hat, 
bietet  der  Willkür  so  weiten  Spielraum,  daß  derart  gewonnene  Messungs- 
resultate keinen  wissenschaftlichen  Wert  haben. 

Der  Messung  zu  unterziehen  ist,  gerade  wie  bei  Kristallen,  allein  die  Lage 
der  Ebenen  gegeneinander,  ihre  Abstände  sowohl  wie  ihre  Winkel,  und  zwar 
beide  nur  dicht  am  Zellboden,  vor  Einsetzen  der  Krümmung. 

Die  Abstände  der  Gegenebenen  des  Prismas  habe  ich  mit  dem  Mikrometer 
gemessen,  welches  mit  Sicherheit  hundertstel  Millimeter  angibt,  die  Neigungs- 
winkel der  Ebenen  mit  einem  Anlegegoniometer  mit  2 beweglichen  Radien  und 
Ablesung  von  halben  Graden. 

Herr  Prof.  Dr.  Arthur  Sachs  hat  die  Güte  gehabt,  die  Neigungswinkel 
einiger  Gipszellen,  nachdem  er  sie  durch  aufgelegte  Glasplättchen  spiegelnd 
gemacht  hatte,  mit  dem  Spiegelgoniometer  zu  messen.^^)  Um  auch  die  im  Auf- 
kleben der  Glasplättchen  liegende  Fehlerquelle  zu  beseitigen,  ließ  ich  von  einigen 
Gipszellen  Bronzeabgüsse  herstellen  und  diese  durch  leichte  Politur  selbst- 
spiegelnd machen.  Als  Herr  Prof.  Sachs  an  ihre  Messung  mit  dem  Spiegel- 
goniometer heranging,  zeigte  es  sich,  daß  die  Bronzeflächen  kein  einigermaßen 


20)  Schon  Reaumur  macht  L.  V.  10.  S.  19,  auf  diese  Unregelmäßigkeiten  aufmerksam. 

21)  Ich  spreche  Herrn  Prof.  Sachs  auch  an  dieser  Stelle  meinen  Dank  aus. 
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deutliches  Spiegelbild  lieferten.  Sie  sind  für  diesen  Zweck  nicht  eben  genug; 
das  genaueste  Winkelinstrument  ist  auf  sie  nicht  anwendbar. 

Die  nicht  ganz  ebenen  Begrenzungsflächen  definieren  überhaupt  keinen 
ganz  scharfen  Neigungswinkel.  War  die  Messung  der  Kanten-Längen  und  Winkel 
durch  ihre  Unbestimmtheit  ganz  illusorisch,  so  läßt  sich  hier  aus  den  vor- 
handenen Möglichkeiten  entweder  durch  Auflegen  von  Glasplättchen  oder  durch 
Ansetzen  des  Anlegegoniometers  ein  bestimmter  Winkelwert  ausscheiden. 
Dadurch  bleibt  für  Willkür  oder  Zufall  ein  gewisser  Spielraum  offen,  der  aber 
doch  nur  eine  geringe  Amplitude  hat.  Die  Einzelangaben  des  Anlegegoniometers 
können  wohl  bis  zu  5"  vom  Mittel  abweichen;  der  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  bestimmte  Fehler  bleibt  fast  immer  unter  U.  Dieser  Spielraum  liegt 
in  der  Natur  dieser  Objekte.  Hierin  liegt  die  Rechtfertigung,  daß  ich  die 
Neigungswinkel  der  Qipszellen  nicht  mit  dem  Spiegelgoniometer,  welches 
für  sie  zu  fein  ist  und  Winkelminuten  mißt,  sondern  mit  dem  Anlegegoniometer 
gemessen  habe,  dessen  Messungsunsicherheit  nicht  durch  die  Unsicherheit  des 
Objekts  übertroffen  wird. 

Die  Zellformen  mit  ihren  soeben  dargelegten  Unsicherheiten  sind  gut  zu 
erkennen  in  den  Figuren  9,  10,  11  9a  bis  9c  sind  die  Abildungen  der  Gipsabgüsse 
von  3 normalen  Drohnenzellen,  9d  u.  9e  von  2 normalen  Arbeiterzellen.  9 f ist 
eine  auf  künstlichem  Preßboden  errichtete  Arbeiterzelle;  die  Bienen  haben  die 
Bodenpyramide  hier  nicht  ausgearbeitet,  sondern  halbkuglig  gelassen.  Fig.  10 
ist  die  Abbildung  des  Gipsabgusses  einer  Drohnenwaben-Mittelwand.  Fig.  11 
stellt  eine  solche  Mittelwand  selbst  dar,  welche  ich  durch  Abbröckeln  der 
Prismenwände  isoliert  habe. 

b)  Messungsergebnisse. 

«.  Die  Prismenwinkel.  Tabelle  IIA  und  IIB.  Beide  Tabellen  lassen 
sofort  erkennen,  daß  die  Abweichung  der  Prismenwinkel  von  den  regulären  120^ 
(ausgedrückt  in  den  Kolonnen  7.  bis  13.)  überall  sehr  gering  sind.  In  den  gemessenen 
Arbeiterzellen  betragen  die  größten  Abweichungen  von  120^  +3®, 7 und — 4®, 7, 
das  Mittel  aller  Abweichungen  (ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen)  P,8;  im  Ver- 
hältnis zu  1200  sind  dies  die  Zahlen  0,031  = 732,  0,039  = 726,  0,015  = 767. 
Für  die  Drohnenzellen  sind  die  entsprechenden  absoluten  Werte  +4  0,1,  — 4o,0 
und  10,6;  die  relativen  0,034-^  729,  0,033  - 1/30,  0,013  -1/75. 

In  Kolonne  14.  bis  16.  sind  die  Summen  je  dreier  aufeinanderfolgender  Sechs- 
eckswinkel = u + 3 + 7 + <^3  = + «1  + .^1  angegeben.  Die 

Summe  von  3 Außenwinkeln  eines  Sechsecks  ABCDEF  (Fig.  12)  z.  B.  (180-a) 
+ (180  — /t)  + (180  — ^)  = 540  — («  + + /)  gibt  die  Abweichung  zweier  Gegen- 

seiten FA  und  CD  vom  Parallelismus  an.  Also  sind  die  Summen  (Ji  ^ w + /?  + / usw. 
oder  ihre  Abweichungen  von  360  0,  welche  in  Kolonne  17.  bis  20.  angegeben  sind, 
selbst  charakteristisch  für  die  Genauigkeit,  mit  welcher  der  Parallelismus  zweier 
Gegenebenen  des  Prismas  erreicht  ist.  Es  zeigt  sich,  daß  die  größte  Abweichung 
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vom  Parallelismus  in  den  gemessenen  Arbeiterzellen  5*^,2,  in  den  Drohnenzellen 
40,8  beträgt;  die  mittlere  Abweichung  ist  nur  2^0  bzw.  1^,8. 

In  den  Kolonnen  1.  und  4.  stehen  die  Winkel  « und  «j,  deren  Kanten  in 
den  Medianebenen  der  Zelle  liegen,  « an  der  obersten,  a-^  an  der  untersten.  Sollte 
die  Schwere  einen  merkbaren  Einfluß  auf  die  Form  der  Zellen  ausüben,  so 
müßten  durch  Zerrung  der  Zelle  in  der  Schwererichtung  Winkel  « und  ver- 
kleinert, die  andern  Winkel  vergrößert  sein.  Tatsächlich  betragen  in  den  Arbeiter- 
zellen die  Mittel  der  Winkel  « und  119^,2  und  119  0,6  und  sind  nicht  die 

kleinsten  Winkel;  in  den  Drohnenzellen  betragen  sie  120^,4  und  120^,7  und  sind 
sogar  die  größten  Winkel.  Das  Mittel  dieser  4 Winkelgrößen  beträgt  gerade  120^; 
also  eine  Zerrung  durch  die  Schwere  ist  an  den  Winkeln  unbenutzter  Zellen 
nicht  zu  bemerken. 

ß.  Die  Prismendurchmesser.  Tabelle  III A und  IIIB.  Zusammen 
mit  den  Winkeln  der  Tabellen  II A und  II B geben  die  Streckenmessungen  der 
Tabellen  III A und  IIIB  ein  vollständiges  Bild  sowohl  von  der  Form  wie  von 
der  Größe  des  prismatischen  Teils  der  Zellen. 

Die  Form  des  Prismensechsecks  ist,  außer  durch  die  Winkel,  bestimmt 
durch  die  Verhältnisse  der  Ebenenabstände  in  einer  Zelle  zueinander.  In 
Kolonne  5.  u.  6.  sind  für  jede  Zelle  die  absoluten  Differenzen  des  größten  und 
kleinsten  Zelldurchmessers  von  dem  dritten,  dem  an  Größe  mittleren  derselben 
Zelle,  angegeben.  In  den  Arbeiterzellen  liegen  diese  Differenzen  zwischen 
+ 0,14  und  — 0,25  mm;  im  Mittel  (gebildet  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen) 
betragen  sie  0,08  mm.  Für  die  Drohnenzellen  sind  die  entsprechenden  Zahlen 
+ 0,16,  — 0,22  u.  0,09  mm.  In  Kolonne  7.  u.  8.  sind  diese  Differenzen  ins  Verhältnis 
gesetzt  zu  dem  an  Größe  mittleren  Durchmesser.  Es  zeigt  sich,  daß  in  den 
Arbeiterzellen  der  größte  Durchmesser  den  mittleren  höchstens  um  0,027  über- 
trifft, der  kleinste  höchstens  um  0,046  hinter  ihm  zurückbleibt,  und  daß  die 
mittlere  relative  Abweichung  nur  0,016  = Vqs  beträgt.  In  den  Drohnenzellen 
sind  diese  Relativzahlen  noch  kleiner,  nämlich  + 0,024,  — 0,032  u.  0,012  :=  Vsi. 

Zu  denselben  Vergleichungen  geben  auch  die  in  den  Tabellen  lA,  IB,  IC 
niedergelegten  Durchmessergrößen  Anlaß,  welche  durch  Messung  über  die  Ober- 
fläche hin  gewonnen  sind.  Es  zeigt  sich,  daß  die  Werte  in  I A u.  I C,  welche 
für  unbenutzte  und  benutzte  Arbeiterzellen  gelten  (mittlere  absolute  Abweichung 
0,09  u.  0,08  mm;  mittlere  relative  Abweichung  0,017  = V59  u.  0,016  = V&2)  mit 
den  Werten  der  Tabelle  III  A ausgezeichnet'  übereinstimmen.  Hingegen  liefern 
die  Oberflächenmessungen  (I B)  für  unbenutzte  Drohnenzellen  die  mittlere 
absolute  Abweichung  0,20  mm,  die  relative  0,028  = Vse.  Diese  Werte  sind  viel 
zu  groß  gegen  die  entsprechenden  von  Tabelle  III  B (0,09  u.  0,012  = Vsi).  Der 
Grund  dieser  Verschiedenheit  liegt  nicht  in  den  Zellen,  welche  dieselben  (Th.  III) 
oder  ganz  gleichartige  (Th.  II)  sind,  sondern  in  der  Art  der  Messung.  Es  treten 
hier  die  oben  (S.  15 — 17)  besprochenen  Fehlerquellen  in  Erscheinung,  welche  die 
Oberflächenmessungen  überhaupt  unzuverlässig  machen. 
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In  den  12  Arbeiterzellen  der  Tabelle  III A ist  der  horizontale  Durchmesser  2 
6 mal  der  größte,  3 mal  der  mittlere,  3 mal  der  kleinste;  in  den  12  Drohnenzellen 
(III B)  ist  2 6 mal  der  größte,  4 mal  der  mittlere,  2 mal  der  kleinste.  Der 

Mittelwert  der  2 der  Arbeiterzellen  (5,35)  bleibt  hinter  dem  Mittelwert  aller 
Durchmesser  (5,36)  ganz  unbedeutend  zurück;  der  Mittelwert  der  2 der  Drohnen- 
zellen (6,76)  ist  der  größte  der  3 Mittelwerte  (gegen  2 03=- 6,71,  2 (j^  = 6,72) 
und  deshalb  auch  größer  als  der  Gesamtmittelwert  2 0 = 6,73.  Also  abermals: 
es  ist  keine  Schwerewirkung  zu  erkennen. 

Die  Durchmessermessungen  vervollständigen  den  aus  den  Winkelmessungen 
gezogenen  Schluß:  Der  Durchschnitt  des  Prismas  einer  normalen  Bienen- 
zelle, gemessen  dicht  am  Boden,  stellt  mit  sehr  großer  Annäherung 
ein  regelmäßiges  Sechseck  dar. 

Kolonne  9.  und  10.  geben  absolut  und  relativ  die  Abweichungen  des  Durch- 
messermittelwerts der  einzelnen  Zellen  (2  (j)  von  dem  Durchschnittswert  aller  Zellen, 
also  der  ganzen  Wabe.  Sie  liefern  einen  Maßstab  dafür,  mit  welchem  Grade 
von  Genauigkeit  ein  bestimmter  Größentypus  durch  die  ganze  Wabe  hin  fest- 
gehalten ist.  In  den  Arbeiterzellen  sind  die  größten  absoluten  positiven  und 
negativen  Abweichungen  + 0,05  und  — 0,06  mm,  die  mittlere  0,03  mm;  das 
Verhältnis  zu  dem  Durchschnittsdurchmesser  2 o = 5,36  geben  die  Relativzahlen 
+ 0,009  = 7io7>  —0,011  = 789?  0,0055  = 7i82-  f^ür  die  Drohnenzellen  sind  die 
absoluten  Werte  + 0,07,  —0,10,0,05  mm;  die  relativen  + 0,01 1 = 796,  —0,014  — 7^7, 
0,0074  = Vi35- 

Die  Abweichungen  von  der  typischen  Zellgröße  sind  sowohl  in  Arbeiter- 
zellen wie  in  Drohnenzellen  recht  klein;  doch  tritt  hier  der  einzigartige  und 
deshalb  sehr  merkwürdige  Fall  ein,  daß  in  den  Drohnenzellen  nicht 
nur  die  absoluten  Abweichungen,  sondern  auch  die  relativen  erheb- 
lich größer  sind  als  in  den  Arbeiterzellen. 

y.  Die  Neigungswinkel  der  Pyramidenflächen.  Tabelle  IVA  und  IVB. 
In  beiden  Tabellen  sind  die  Y- Zellen  und  die  \-ZQ\\en  nicht  voneinander 
getrennt,  ebensowenig  in  IVB  die  Zellen  aus  Wabe  Th.  III  und  Th.  II,  nachdem 
ich  mich  überzeugt  habe,  daß  durch  die  Vermischung  nicht  irgendwelche 
charakteristische  Unterschiede  verwischt  werden.  Die  Zellen  sind  nach  der 
Durchschnittsgröße  des  Neigungswinkels  2 q absteigend  geordnet. 

Das  augenfälligste  Ergebnis  dieser  Messungen  ist,  daß  die  Pyramiden- 
Neigungswinkel  durchschnittlich  erheblich  kleiner  sind,  als  der 
Kepler-Maraldische  Typus  es  fordert.  Nur  5 von  den  36  Winkeln  der 
Tabelle  IVA  erreichen  oder  übersteigen  120^,  von  36  Drohnenzellenwinkeln  in 
Tabelle  IVB  erreichen  oder  übersteigen  ihn  nur  4,  3 andere  bleiben  um  weniger 
als  1®  dahinter  zurück.  Einzelne  Winkel  fallen  bis  zu  100^,8  und  97^,6  ab. 
Der  Durchschnitt  aller  2 q ist  113o,8  und  114^,9,  bleibt  also  hinter  dem  Kepler- 
Maraldischen  um  6®, 2 und  5^,1  zurück.  Der  größte  Durchschnittswinkel  2 qj 
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einer  einzelnen  Arbeiterzelle  ist  120^,1,  zugleich  der  einzige,  welcher  120®  erreicht, 
der  kleinste  106®,8;  einer  Drohnenzelle  118®,7  und  106®,7. 

Die  verhältnismäßigen  Abweichungen  der  Einzelmittel  vom 
Hauptmittel  (Y39  und  Y41)  sind  viel  größer  als  die  entsprechenden 
Werte  für  Prismenwinkel  und  Durchmesser  und  lassen  ein  starkes 
Variieren  von  Zelle  zu  Zelle  erkennen.  Mir  scheint  sogar,  daß  man  in 
Arbeiterzellen  sowohl  wie  in  Drohnenzellen  zwei  Typen  unterscheiden  kann:  in 
dem  ersten  Zelltypus  ist  wenigstens  ein  Winkel  über  118®  vorhanden,  der  Durch- 
schnittswinkel der  einzelnen  Zelle  ist  größer  als  114®,5.  Diesem  Typus  gehören 
die  Arbeiterzellen  1.  bis  5.,  die  Drohnenzellen  1.  bis  8.  an.  Die  Durchschnitte  dieser 
größeren  Winkel  sind  117®,3  und  117®,0;  während  die  Zellen  des  kleineren  Typus 
(Arbeiterzellen  6.  bis  12.,  Drohnenzellen  9.  bis  12.)  die  Durchschnittswinkel  1 1 1 ®,4 
u.  110®, 9 liefern.  Das  Nähere  ist  aus  folgender  Zusammenstellung  zu  ersehen: 

Arbeiterzellen. 


2cfi 

2^2 

2 r/  3 

2,- 

1. 

bis 

5. 

119,6 

114,1 

117,7 

117,3 

6. 

bis 

12. 

112,6 

111,0 

110,5 

111,4 

1. 

bis 

12. 

115,5 

112,3 

113,5 

1 113,8 

i 

Droh 

nenzelK 

in. 

1. 

bis 

8. 

116,9 

117,5 

116,4 

117,0 

9. 

bis 

12. 

111,4 

108,3 

112,6 

110,9 

1. 

bis 

12. 

115,1 

114,5 

115,1 

114,9 

Kolonne  5.  bis  8.  lehren,  daß  innerhalb  jeder  einzelnen  Zelle  die  Unter- 
schiede des  größten  und  kleinsten  Winkels  von  dem  dritten,  dem  an  Größe 
mittleren  derselben  Zelle,  absolut  viel  größer  sind,  relativ  über  doppeltsogroß  als 
die  entsprechenden  Prismenwerte.  Also  die  Form  der  einzelnen  Boden- 
pyramiden weicht  von  Symmetrie  und  Gleichwinkligkeit  sehr  stark  ab. 
Bemerkenswert  ist,  daß  die  Winkel  2 (/j,  welche  ihre  Kante  in  der  Vertikalebene 
haben,  sich  an  Größe  auszeichnen.  Nur  in  je  einer  Arbeiter-  und  Drohnenzelle 
ist  2(^4  der  kleinste  Winkel  der  Zelle;  in  7 Arbeiter-  und  5 Drohnenzellen  ist  er 
der  größte.  In  den  Arbeiterzellen  übertrifft  der  Durchschnittswert  von  2cf^  (115®,5) 
nicht  unerheblich  den  allgemeinen  Durchschnitt  (113®, 8),  während  in  den  Drohnen- 
zellen ein  solches  Heraustreten  über  den  Durchschnitt  nicht  vorhanden  ist. 

d\  Die  Winkel  der  Pyramidenkanten.  Tabelle  VA  u.  VB.  Da  die 
Winkel  der  Kanten  aus  den  Kanten  der  Ebenen  berechnet  sind,  können  in  ihnen 
nicht  wesentlich  neue  Erscheinungen  zutage  treten.  Der  Maraldische  Winkel  109®, 5 
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wird  übertroffen  oder  nahezu  erreicht  nur  von  9 Winkeln  in  den  Bienenzellen, 
von  15  in  den  Drohnenzellen.  Die  kleinsten  Einzelwinkel  sind  94^,7  u.  90®, 5. 
Nur  1 Zellmittelwert  (2  6 = 109®,6)  erreicht  den  Maraldischen  Wert;  das  Gesamt- 
mittel aller  Winkel  ist  in  den  Bienenzellen  106®,7,  in  den  Drohnenzellen  107®,3, 
bleibt  also  hinter  dem  Maraldischen  um  2®,8  u.  2®,2  zurück,  während  die  ent- 
sprechenden Werte  für  die  Neigungswinkel  6®, 2 u.  5®,1  betrugen.  Auch  die 
Einzelmittel  bleiben  hinter  dem  Gesamtmittel  durchschnittlich  nur  um  1 ®,4  u.  1 ®,5, 
relativ  um  Vtg  V72  zurück;  für  die  Neigungswinkel  sind  die  entsprechenden 
Werte  ebenfalls  größer:  3®,0  u.  2®,8,  relativ  1/39  u.  74i*  Vergleich  mit  der 
Normalform  und  im  Vergleich  untereinander  zeigen  also  die  Kanten- 
winkel viel  kleinere  Differenzen,  d.  h.  eine  viel  größere  Ausgeglichen- 
heit als  die  Neigungswinkel.  Dagegen  sind  innerhalb  der  einzelnen  Zelle  die 
Abweichungen  von  der  Gleichheit  der  Kantenwinkel  größer  als  die  der  Neigungs- 
winkel: jene  5®,1  u.  5®,5,  relativ  720  V20;  diese  3®,3  u.  3®, 5,  relativ  Ysa  u.  Yss- 

Nach  den  Winkeln  der  Kanten  beurteilt,  machen  die  einzelnen  Zellen 
einen  weniger  regelmäßigen  Eindruck  als  nach  den  Winkeln  der 
Ebenen.  — Beide  Eigenheiten  sind  leicht  geometrisch  zu  erklären:  Zwischen  den 
Ebenenwinkeln  2 q und  den  Kantenwinkeln  2 e einer  dreiseitigen  Ecke,  die  ich  der 
Einfachheit  wegen  nicht  nur  nahezu,  sondern  ganz  regelmäßig  annehme,  besteht 
die  Beziehung  2 sin  q:  • cosf  = 1,  woraus  sich  für  ihre  Schwankungen  das  Verhältnis 

Da  cfj  sowohl  wie  € in  den  hier  vorkommenden  Ecken 

A(f 


^ = tgqr,-tgf  ergibt 


>45®  ist,  so  ist  >1  d.  h.  g/  ändert  sich  schneller,  und  zwar  erheblich  schneller 
als  f.  Es  ist  für 


<7 

£ 

Acf 

C 

Af 

50® 

49®,3 

1,4 

60® 

54®,7 

2,5 

0 

0 

57®,9 

4,4 

Wegen  dieser  schnelleren  Änderung  sind  die  Flächenwinkel,  welche  nach  den 
Ausführungen  von  S.  17  bis  19  allein  der  Messung  zugänglich  sind,  zugleich 
günstigere  Messungsobjekte  als  die  Kantenwinkel  sein  würden. 

Andererseits  besteht  zwischen  den  Winkeln  z.  B.  2 u.  2 1^2,  und  ihren 
Gegenseiten  2 u.  2 ^2  iu  einer  dreiseitigen  Ecke  die  Beziehung 
sin2(,i  sin  2 fl  tgCfj-f^)  tg(f, +f.2) 

sm  2 q2  sin  2 ^2  tg  (g^  - gg)  tg  (gi  + gg) 

Nun  hat  in  den  Zellen  ^1  + ^2  Durchschnittswert  107®,  gi  + g2  114®,4;  des- 
halb ist  das  Verhältnis  und  wegen  der  Kleinheit  dieser  Winkel- 

ig (7i  — 72) 


differenzen  auch 


3 27 

^ = 1 5 

2,20 


Dieses  selbe  Verhältnis  zeigen  die  Zahlen 


7i  — 

in  Kolonne  5.  bis  8.  aus  Tabelle  V verglichen  mit  denen  aus  Tabelle  IV. 
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IV.  Folgerungen  aus  den  Messungen. 

a)  Die  Arbeitsweise  der  Bienen. 

Die  Bienenzelle  ist  in  früheren  Zeiten  als  Erzeugnis  besonderer  geo- 
metrischer Fähigkeiten  der  Bienen  angesehen  worden.  Seit  den  Entdeckungen 
Maraldis  und  Königs  hat  man  die  Bienen  meist  als  Werkzeuge  betrachtet, 
welche,  selbst  ohne  Vernunft,  im  Sinne  und  Aufträge  der  höchsten  Vernunft 
Werke  von  hoher  Intelligenz  und  Zweckmäßigkeit  hervorbringen.  Andere,  an 
ihrer  Spitze  Buffon,  erklärten  den  Bienenbau  für  ein  Erzeugnis  rein  mechanischer 
Kräfte,  ohne  direktes  oder  indirektes  Einwirken  irgend  einer  Intelligenz: 
„Qu’on  mette  ensemble  dans  le  meme  lieu  dix  mille  automates  animes  d’une 
force  vive,  et  tous  determines  par  la  ressemblance  parfaite  de  leur  exterieur  et 
interieur,  et  par  la  conformite  de  leurs  mouvements  ä faire  chacun  la  meme  chose 
dans  le  meme  lieu,  il  en  resultera  necessairement  un  ouvrage  regulier;  les  rapports 
d’egalite,  de  similitude,  de  Situation,  s’y  trouveront,  puisqu’ils  dependent  de  ceux 
du  mouvement  que  nous  supposons  egaux  et  conformes.^'  „Cette  figure,  toute 
geometrique  et  toute  reguliere  qu’elle  nous  paroit,  et  qu’elle  est  en  effet  dans  la 
speculation,  n’est  ici  qu’un  resultat  mecanique  et  assez  imparfait  qui  se  trouve 
souvent  dans  la  nature.^'  Das  Argument  der  mechanischen  Theorie,  daß 

quellende  Erbsen  durch  gegenseitigen  Druck  sich  zu  sechsseitigen  und  dode- 
kaedrischen  Formen,  ganz  ähnlich  den  Bienenzellen,  formen  müssen,  finde  ich  als 
Gedanken  Parents  in  der  ersten  Veröffentlichung,  in  welcher  Maraldis  Name  in 
Verbindung  mit  den  Bienenzellen  genannt  wird'-^'^).  Buffon  hat  es  aufgenommen 
und  ihm  zu  der  großen  Popularität  verholfen,  die  es  noch  heute  hat.  Die 
mechanische  Erklärung  der  Bienenarbeit,  die  „Reflextheorie“,  scheint  unter  den 
heutigen  Forschern  die  herrschende  zu  sein.  So  sagt  von  Buttel-Reepen  : ^^Der 
anscheinend  so  „kunstvolle“  Wabenbau  kann  als  Beweis  für  höhere  Fähigkeiten 
der  Biene  kaum  herangezogen  werden,  da  er  bekanntlich  nur  das  Resultat  mecha- 
nischer Kräfte  ist“;  und  Wl.  Wagner 2^):  ^^Seit  die  Bienenzelle  aufgehört  hat,  als  das 
Produkt  einer  geheimnisvollen  Wahl  und  raffinierten  Berechnung  zu  gelten,  ist  aus 
diesen  „Wundern  der  Baukunst“  etwas  sehr  Bescheidenes  geworden;  ein  schablonen- 
mäßiges Erzeugnis,  dessen  Anfertigung  nicht  so  sehr  durch  die  Psychik,  als  durch 
die  Gestalt  und  Lage  des  Körpers  ihres  Erbauers  bedingt  ist.“ 

Der  mechanischen  Erklärung  des  Bienenbaus  hat  K.  MüllenhofP)  eine 
neue  Wendung  gegeben,  indem  er  die  Maraldische  Zellform  für  die  Qieich- 
gewichtsfigur des  kontraktilen,  in  zähflüssigem  Zustande  befindlichen  Wachses 


L.V.  13.  S.  90-96.  L.V.  13a.  S.  140—146.  L.  V.  13b.  S.  105—116. 

22)  L.  V.  4.  S.  25. 

23)  L.  V.  43.  S.  70. 

24)  L.  V.  46.  S.  125. 

25)  L.V.  36.  S.  601-605. 
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ansieht,  welches  sich  durch  Oberflächenspannung  zu  Figuren  mit  minimaler 
Oberfläche  gestaltet. 

Die  Kontraktilität  des  Wachses,  wenigstens  als  Haup'tagens  bei  der  Ent- 
stehung der  Zellform,  wird  wohl  allgemein  abgelehnt,  weil  im  Bienenbau  nur 
eine  Temperatur  von  28”  bis  34”  herrscht.  Wachs  aber,  dessen  Schmelzpunkt  bei 
62”  liegt,  bei  dieser  Temperatur  noch  nicht  zähflüssig  ist.  Diesem  Argument 
gegen  die  Müllenhoffsche  Theorie  möchte  ich  aus  meinen  Messungsergebnissen 
heraus  folgende  hinzufügen:  Wären  die  Zellwände  als  kontraktile  Flüssigkeits- 
häutchen entstanden,  so  würden  sie  erstens  nicht  die  unregelmäßigen  Krüm- 
mungen haben,  welche  zum  Teil  direkt  sichtbar  sind,  zum  Teil  durch  die  Un- 
anwendbarkeit des  Spiegelgoniometers  erkennbar  werden;  sie  würden  zweitens 
nicht  die  Unebenheiten  und  den  Wechsel  an  Dicke  haben,  welche  meine  unten 
anzuführenden  Messungen  nachweisen.  Drittens:  wenn  das  Wachs  der  Häut- 
chen halbflüssig  und  kontraktil  sein  soll,  so  kann  das  Wachs  der  Kanten  sich 
nicht  anders  verhalten.  Woran  aber  soll  dann  das  ganze  Zellgewebe  seinen 
Halt  haben,  wie  die  Plateauschen  Seifenfiguren  an  dem  eingetauchten  Draht- 
gerüst?^®)  Als  Kuriosität  und  als  Kennzeichen  für  die  Unsicherheit  dieser  Er- 
klärungen möchte  ich  nicht  unerwähnt  lassen,  daß  ein  Mineraloge  die 
dodekaedrische  Zellform  aus  der  entgegengesetzten  Annahme  erklärt  hat.  Wachs 
sei  ein  kristallinischer  Körper  mit  6 Spaltungsrichtungen,  so  wie  Qranat.^0 

Die  Buffonsche  Drucktheorie  und  die  Analogie  der  quellenden  Erbsen  ist 
seit  Reaumur  stets  gerade  von  den  besten  Beobachtern  bekämpft  worden  und 
zwar  durch  Argumente,  welche  der  intim  studierten  Arbeitsweise  der  Bienen 
entnommen  wurden.  Von  meinem  Standpunkt  aus,  der  sich  allein  auf  die 
Messung  fertiger  Zellen  stützt,  wäre  Buffon  nicht  zu  widerlegen,  wenn  es  nur 
Arbeiterzellen  und  nur  regelmäßige  Zellen  gäbe.  Regelmäßige  dodekaedrische 
Zellen,  natürlich  mit  gewissem  Spielraum  der  Abweichung,  würden  in  der  Tat 
entstehen,  wenn  auf  jeder  Seite  der  Wabe  die  Bienen  dicht  gedrängt,  jede 
von  6 andern  umgeben,  arbeiteten  und  jede  Biene  der  einen  Seite  mit  ihrem 
Kopf  in  die  Lücke  von  3 Bienenköpfen  der  andern  Seite  hineindrückte.  Aber 
schon  das  Vorhandensein  der  Drohnenzellen,  die  nicht  nach  dem  eigenen 
Leibesmaß  der  arbeitenden  Bienen,  sondern  nach  dem  ideellen  Maße  der  noch 
gar  nicht  vorhandenen  Drohnen  geschaffen  sind,  stürzt  die  Drucktheorie 
unrettbar.  Dazu  kommen  die  Unregelmäßigkeiten,  das  Anpassen  an  äußere 
und  innere  Bedingungen.  Es  gibt  keinen  über  die  Zellform  aufzustellenden 
Satz,  der  nicht  beständig  wiederkehrende  Ausnahmen  erlitte.  Die  normalen 
Zellen  sind  ziemlich  regelmäßige*  6-seitige  Prismen,  aber  sie  können  auch  4,  5, 
7-seitig  und  sehr  unregelmäßig  sein;  die  Bodenform  soll  aus  3 kongruenten 
Rhomben  bestehen;  aber  es  können  auch  sehr  inkongruente  und  sehr  schiefe 


2«)  Ein  viertes  und  fünftes  Argument  folgt  später,  S.  26  und  S.  54. 
27)  Mitchell  bei  Wood,  L.  V.  32.  S.  433. 
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Vierecke  sein,  und  sehr  häufig  sind  es  statt  3 ihrer  4.  Jede  Wandplatte  soll 
doppelseitig  verwendet  werden;  es  kommen  aber  auch  einseitige  als  Be- 
grenzung von  unbenutzten  Hohlräumen  vor.  Die  Kanten  sollen  gerade  sein 
und  zu  vieren  oder  achten  in  je  einem  Punkte  zusammenlaufen;  sie  sind  aber 
krumm  und  vereinigen  sich  nur  selten  in  einem  Punkte.  Mögen  diese  Unregel- 
mäßigkeiten nun  zufällig  sein,  wie  eine  flüchtig  ausgeführte  Arbeit,  mögen  sie 
durch  Bedingungen  des  äußeren  Raumes  hervorgerufen  sein,  mögen  sie  zweck- 
los erscheinen,  wie  die  Aufwärtskrümmung  der  Brutzellen,  zweckvoll  wie 
dieselbe  Krümmung  der  Honigzellen  oder  wie  die  Übergangszellen,  in  denen 
durch  2 oder  mehr  unregelmäßige  Zellreihen  der  Übergang  von  den  kleinen 
Arbeiterzellen  zu  den  größeren  Drohnenzellen  oder  umgekehrt“®),  manchmal  ohne 
Lücke,  manchmal  mit  Lücken,  die  aber  nie  an  die  Oberfläche  treten,  vollzogen 
wird,  — können  das  alles  die  quellenden  Erbsen,  die  Automaten,  die  Reflex- 
maschinen leisten? 

Als  besonders  wichtig  sehe  ich  meine  Messungen  der  Bodenpyramiden 
an.  Von  72  Neigungswinkeln  erreichten  nur  11  die  von  der  Drucktheorie 
geforderte  Größe  von  120®;  der  Durchschnitt  bleibt  5®  bis  6®,  die  kleinsten 
Winkel  um  19®  und  22®  hinter  dieser  Größe  zurück.  Durch  die  quellenden  Erbsen 
aber,  will  sagen  durch  die  gleich  großen  automatisch  drückenden  Bienenköpfe, 
könnte  je  nach  der  Stärke  des  Druckes  wohl  die  Größe  der  Druckfläche,  aber 
nicht  ihre  Lage,  also  auch  nicht  der  Neigungswinkel  geändert  werden,  welcher 
nach  der  Drucktheorie  wegen  der  Unmöglichkeit  einer  andern  Raumerfüllung 
durchaus  die  dodekaedrische  Größe  von  120®  haben  müßte.  Ebensowenig  sind 
die  wirklichen  Neigungswinkel  die  von  der  Müllenhoffschen  Theorie  ge- 
forderten. Die  mechanischen  Theorien  sind  mit  diesen  Messungsresultaten 
unvereinbar. 

Wird  nun  von  berufenster  Seite  anerkannt,^®)  daß  die  Bienen  Gedächtnis, 
Farben-  und  Formenwahrnehmung  und  Mitteilungsvermögen  besitzen,  daß  sie 
Erfahrungen  sammeln  und  Assoziationen  bilden,  also  in  diesen  Beziehungen 
keine  Reflexmaschinen  sind,  so  fühle  ich  mich  berechtigt,  mich  zur  Diskussion 
meiner  Messungsergebnisse  auf  den  Standpunkt  zu  stellen,  daß  für  das  Ver- 
ständnis des  Zellbaus  außer  den  physischen  auch  psychische  Eigenschaften  und 
Fähigkeiten  in  Betracht  zu  ziehen  sind.  Mag  man  das  zunächst  als  eine 
Hypothese  betrachten.  Ich  glaube,  daß  meine  Messungen  selbst  einen  Beitrag 
zur  Feststellung  und  Kenntnis  dieser  Fähigkeiten  liefern. 

b)  Psychophysische  Konstanten. 

Charles  Darwin  faßt,  im  Anschluß  an  J.  Wyman,  sein  Urteil  über  die  Zell- 
form der  Honigbiene  in  die  skeptischen  Worte  zusammen:®®)  „the  accuracy  of 

28)  Fig.  13  zeigt  solchen  Übergang  durch  zwei  Reihen  unregelmäßiger  Zellen, 
von  Buttel-Reepen,  L.  V.  43.  S.  76.  Vgl.  Wundt,  L.  V.  42.  S.  408—419. 

»0)  L.  V.  34.  S.  279. 
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he  workmanship  of  the  bees  has  been  greatly  exaggerated;  so  much  so,  that, 
whatever  the  typical  form  of  the  cell  may  be,  it  is  rarely,  if  ever,  realised“. 

Ich  kann  dem  Urteil  des  großen  Mannes  nur  darin  zustimmen,  daß  in  der 
Tat  die  Genauigkeit  der  Bauweise  der  Bienen  gröblich  übertrieben  worden  ist 
und  noch  übertrieben  wird.  Dem  Weiteren  aber  muß  ich  widersprechen:  Es 
sind  sehr  wohl  typische  Formen  der  Bienenzelle  erkennbar,  um  welche  herum 
sowohl  die  Strecken-  wie  die  Winkelgrößen  der  Einzelheiten  in  gewisser 
Amplitude  schwanken.  Nur  ist  die  Durchschnittsform  nicht  die  Kepler-Maraldische. 
v^ind  die  Zellen  nicht  durch  rein  mechanische  Tätigkeit  hergestellt,  ist  die 
Arbeitsweise  der  Bienen  nicht  rein  automatisch,  sondern  von  Sinnestätigkeit, 
Gedächtnis  und  Assoziationen  durch  Innervation  regierte  Muskelarbeit,  so  kann 
ein  erstrebter  Typus  niemals  genau,  sondern  immer  nur  mit  gewissen 
Schwankungen  realisiert  werden,  nämlich  innerhalb  der  Grenzen,  welche  die 
Unterschiedsempfindlichkeit  der  arbeitenden  organischen  Wesen  zuläßt.  Der 
Typus  ist  nicht  rarely,  sondern  never  realised;  trotzdem  aber  ist  er  vor- 
handen. Er  ist  als  Mittel  aus  vielen  Einzelfällen  zu  erkennen.  Die  notwendigen 
Schwankungen  um  das  Mittel,  den  erstrebten  Typus,  herum  aber  gewinnen 
ihren  eigenen  Wert  für  die  Erkenntnis  der  psychophysischen  Fähigkeiten  der 
Bienen.  Denn  es  ist  kein  Zweifel,  daß  die  Begriffe  von  Unterschiedsschwelie 
und  UnterschiedsempfindlichkeiU^)  auch  für  die  psychischen  Tätigkeiten  der 
Tiere  gelten.  Auch  dürfte  wohl  niemand  zweifeln,  daß  die  Abhängigkeit  der 
Empfindung  vom  Reiz  für  Tiere  und  Menschen  durch  dasselbe  Weber- 
Fechnersche  Gesetz  ausgedrückt  wird. 

Die  für  diese  Untersuchung  in  Betracht  kommenden  Zahlenwerte  habe 
ich  den  früheren  Tabellen  entnommen  und  "in  Tabelle  VI A u.  VI B zu- 
sammengestellt. 

Daß  die  Prismenwinkel  im  Durchschnitt  die  Größe  120”  haben,  ist 
nicht  Eigenheit  der  Bienenarbeit,  sondern  geometrische  Eigenschaft  des  Sechs- 
ecks, welches,  regelmäßig  oder  unregelmäßig,  die  Winkelsumme  720”  hat. 
Wenn  aber  die  einzelnen  Prismenwinkel  in  sehr  geringer  Amplitude 
um  den  Mittelwert  120”  herumschwanken,  so  ist  dies  beweisend  dafür,  daß 
120”  als  der  typische  Winkel  anzusehen  ist. 

Es  unterscheiden  sich  die  Prismenwinkel  der  Arbeiterzellen  von  120”  im 
Maximum  um  + 3”,7  u.  — 4^,7,  im  Mittel  um  lo,8,  die  der  Drohnenzellen  um 
-f  4”,1  u.  — 4^,0,  im  Mittel  um  U,6.  Die  Größe  dieser  Abweichungen  ist  als 
Unterschiedsschwelle  anzusehen,  jenseits  welcher  die  Bienen  Unterschiede  von 
Winkeln,  die  an  parallelen  Kanten  liegen,  nicht  mehr  bemerken. 

31)  Definiert  von  G.  Th.  Fechner,  Elemente  der  Psychophysik.  Teil  I.  Leipzig  1860, 
S.  50,  242.  Vgl.  W.  Wundt,  Grundzüge  der  Physiologischen  Psychologie.  6.  Aufl.  Bd.  I. 
Leipzig  1908,  S.  561. 
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Es  tritt  bei  den  Prismenwinkeln,  und  nur  bei  diesen,  der  eigenartige  Um- 
stand ein,  daß  sich  nicht  erkennen  läßt,  ob  diese  Unterschiedsschwelle  sich  auf 
die  absolute  Winkelgröße  von  120°  bezieht,  oder  ob  sie  nur  relativ 
für  die  Vergleichung  der  Winkel  gilt.  Die  Prismenwinkel  können  richtig 
hergestellt  werden  ohne  Empfindung  für  ihre  absolute  Größe,  allein  durch 
Gleichmachung  der  Einzelwinkel  eines  Prismas.  Es  besteht  auch  die  Möglich- 
keit, den  Winkeln  den  richtigen  Wert  dadurch  zu  geben,  daß  die  3 Winkel  von 
je  3 benachbarten  Zellen,  welche  eine  gemeinsame  Prismenkante  haben,  (Vergl. 
Fig.  4.),  einander  angeglichen  werden.  Endlich  kann  das  Gefühl  für  Parallelismus 
der  Gegenwände  eines  Prismas  (Abweichung  im  Mittel  2°  u.  1°,8)  die  richtige  Her- 
stellung der  Winkelgrößen  kontrollieren.  Beginnt  doch  der  Bau  des  ersten 
Prismas  einer  Wabe  mit  der  Aufstellung  zweier  parallelen  Gegenwände.^“) 
Für  die  Gleichwinkligkeit  des  Prismas  und  damit  für  den  Winkelwert  von 
120°  würden  diese  relativen  Maßempfindungen  vollkommen  ausreichen.  Im 
Folgenden  aber  wird  durch  die  Bauweise  der  Bodenpyramiden,  für  welche 
nicht  durch  die  relative  Winkelgleichheit  die  absolute  Winkelgröße  bestimmt 
ist,  die  Annahme  an  Wahrscheinlichkeit  gewinnen,  daß  die  Bienen  schon  die 
Prismenwinkel  mit  dem  Gefühl  für  ihre  absolute  Größe  herstellen. 

Die  Tabellen  VI  A u.  VI  B geben  für  Bienenzellen  und  für  Drohnenzellen 
unter  a.  die  Abweichungen  des  größten  und  kleinsten  Elements  einer  Zelle  z.  B. 
des  Prismendurchmessers  von  dem  an  Größe  mittleren  derselben  Zelle,  und 
zwar  unter  a.  die  absoluten  Werte,  unter  ß.  die  relativen,  d.  h.  das  Verhältnis 
dieser  Abweichungsgröße  zu  jener  mittleren  Größe.  Zuerst  sind  die  maximalen 
Abweichungen  angegeben,  welche  in  den  gemessenen  Zellen  nach  oben  und 
unten  Vorkommen,  in  der  dritten  Kolonne  das  Mittel  sowohl  der  absoluten  wie 
der  relativen  Werte.  Diese  (gesperrten)  Zahlen  haben  die  Bedeutung  der 
Unterschiedsschwellen  und  der  reziproken  Unterschiedsempfindlichkeiten  im 
Fechnerschen  Sinne.  Durch  diese  a-Größen  ist  die  Abweichung  der  Zellen 
von  der  inneren  Regelmäßigkeit  (Gleichwinkligkeit,  gleiche  Strecken- 
dimensionen) charakterisiert.  Unter  b.  finden  sich  die  Abweichungen  der  für 
die  einzelnen  Zellen  ermittelten  Durchschnittswerte  von  dem  Gesamtmittel- 
werte aller  gemessenen  Zellen,  wiederum  unter  die  absoluten  Werte  unter  ß. 
die  relativen.  Die  b-Werte  sind  die  Unterschieds-Schwellen  und  reziproken 
Empfindlichkeiten  für  die  Gleichartigkeit  der  Zellen  nicht  in  s i c h , 
sondern  untereinander. 

Der  Vergleich  der  Tabellen  VIA  u.  VI  B läßt  folgende  Tatsachen  erkennen: 

1.  Die  Unterschiedsempfindlichkeiten  für  Winkelwerte  sind  fast 
absolut  genau  dieselben  in  Drohnen-  wie  in  Arbeiterzellen.  Diese  vor- 
zügliche Übereinstimmung  lehrt  nicht  nur,  daß  die  Empfindlichkeit  für  die  Winkel- 


st) Vgl.  die  Darstellung  bei  Huber,  L.  V.  22.  t.  II  von  S.  145  an;  dazu  Tafel  VII A 

bis  VIII. 
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große  und  den  Parallelismus  von  den  Dimensionen  der  Zelle  nicht  beeinflußt 
wird,  sondern  auch,  daß  meine  Messungen  zahlreich  und  genau  genug  sind,  um 
die  Gesetzmäßigkeit  hervortreten  zu  lassen. 

2.  Es  besteht  ein  großer  Unterschied  in  der  Genauigkeit  der 
Prismenwinkel  und  der  Pyramidenwinkel.  Vergleiche  ich  nur  Flächen- 
winkel miteinander,  so  zeigt  sich  die  Unterschiedsempfindlichkeit  für 
die  Pri smenwinkel  doppelt  so  groß  wie  für  die  Pyramiden winkel. 

(Vg?  VsS)  V75  Vss)- 

3.  Was  die  Form  der  einzelnen  Zellen  anbetrifft,  so  stimmen  die 
Streckendimensionen  der  Drohnen  zellen  besser  überein  als  die  der 
Arbeiterzellen  (Ysi  u.  Yes)- 

4.  Dagegen  zeigen  die  Drohnenzellen  über  die  ganze  Wabe  hin 
viel  größere  Abweichungen  der  Streckengrößen  als  die  Arbeiterzellen. 
Die  Empfindlichkeit  für  Ausgleichung  der  Arbeiterzellen  untereinander 
verhält  sich  zu  der  für  Drohnenzellen  wie  7 : 5. 

Die  in  2.  ausgedrückte  Verschiedenheit  ist  gerade  so  eine  Bestätigung  des 
Weber-Fechnerschen  Gesetzes,  wie  die  Übereinstimmung  in  L Die  Prismen- 
kanten sind  parallel,  die  Pyramidenkanten  sind  geneigt  zu  einander.  Durch 
diese  Veränderung  der  Herstellungsbedingungen  ist  die  Vergleichbarkeit  der 
Winkel  untereinander  erschwert;  die  Fehler  müssen  größer,  die  Unter- 
schiedsempfindlichkeit und  die  Regelmäßigkeit  geringer  werden. 

Daß  die  Durchmesser  der  Drohnenzellen  die  Gleichheit  besser  wahren 
als  die  der  Arbeiterzellen,  ist  eine  Abweichung  vom  Weber-Fechnerschen 
Gesetz  und  zwar  im  Sinne  des  Merkelschen  Qesetzes.^Y  Der  mittlere  Fehler 
ist  nicht  proportioniert  der  Strecke  gewachsen,  sondern  schwächer.  Begründen 
läßt  sich  das  schwerlich;  es  ist  nur  die  Tatsache  festzustellen,  daß  die  einmal 
angelegte  Drohnenzelle  eine  größere  innere  Regelmäßigkeit  der  Abstände 
bekommt  als  die  Arbeiterzelle,  daß  also  durch  die  Dimensionen  der  Drohnen- 
zelle die  Biene  vor  eine  Aufgabe  gestellt  ist,  die  ihren  eigenen  Dimensionen 
oder  ihren  Sinnesorganen  günstiger  liegt  als  die  kleinere  Arbeiterzelle. 

Bevor  ich  versuche,  für  zwei  schwierigere  Punkte  der  gefundenen  Gesetz- 
mäßigkeiten (2.  und  4.)  Gründe  aufzufinden,  will  ich  einen  Blick  auf  die  in  der 
Literatur  vorhandenen  Messungen  werfen,  welche  meinen  Messungen  analog 
sind.  Tierversuche  sind  zu  dem  Zweck,  psychophysische  Konstanten  aufzu- 
stellen, wohl  nie  gemacht  worden,  dürften  auch  kaum  möglich  sein.  Auch 
Schlüsse,  wie  ich  sie  hier  aus  den  Abmessungen  der  Bienenzellen  ziehe,  scheinen 
weder  für  Bienen  noch  für  andere  Tiere  bisher  gezogen  zu  sein.  Die 
Möglichkeit  zu  solchen  Schlüssen  liegt  nur  da,  und  überall  da  vor,  wo,  wie  im 
Falle  der  Bienenzellen,  die  Abmessungen  der  wirklichen  durch  psychophysische 
Tätigkeit  hergestellten  Produkte  mit  einem  geometrisch  genau  definierbaren 


33)  W.  Wundt,  Grundzüge  der  physiologischen  Psychologie.  6.  Aufl.  1908.  Bd.  I,  S.  627. 
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Typus,  dem  der  Naturtrieb  zustrebt,  verglichen  werden  können.  Ich  bin 
deshalb  auf  die  Versuche  beschränkt,  welche  für  menschliche  Unterschieds- 
schwellen angestellt  worden  sind.  Aber  auch  hier  sind  die  Analogien  zur 
Bienentätigkeit:  Abtasten  der  Dimensionen  und  Winkel  im  finsteren  Raume, 
sehr  spärlich  gegenüber  den  Abschätzungen  durch  Augenmaß. 

Loeb  hat  beobachtet,^^)  daß  3 Versuchspersonen,  welche  mit  der  Hand  ein 
Lot  auf  einem  senkrecht  herabhängenden  Faden  errichten  sollten,  Fehler  von 
0® — 3®,  1® — 5®,  3® — 7®  begingen;  war  aber  der  Faden  schräg  unter  45®  gegen 
die  Senkrechte  geneigt,  so  begingen  dieselben  Versuchspersonen  Fehler  von 
4® — 10®,  3® — 10®,  1® — 10®.  Die  Analogie  mit  der  Herstellung  der  Prismenwinkel 
(wagerechte  und  parallele  Kanten)  und  der  Pyramidenwinkel  (schräge  und 
nichtparallele  Kanten)  bietet  sich  von  selbst  dar. 

Für  Streckenvergleichung  durch  Tasten  sind  die  Versuche  von  Loeb®^) 
und  M.  Cremer®®)  heranzuziehen;  für  Streckenvergleichung  durch  Augenmaß 
die  von  E.  H.  Weber,  Fechner,®^)  Volkmann,®®)  Mach,®®)  Helmholtz.'^®)  Für 
Helmholtz  waren  bei  verschiedener  Lage  Winkel  von  30®  und  34®  durch  Augen- 
maß ununterscheidbar.  Mach  fand  die  Unterschiedsschwelle  des  Parallelismus 
für  vertikale  Gerade  0^,2,  für  horizontale  0^,3,  für  schräge  Linien  U,4. 

Sowohl  die  Loebschen  Tastfehler,  wie  diese  Augenmaßfehler,  sind  von 
derselben  Größenordnung  wie  die  von  den  Bienen  gemachten  Winkelfehler. 
Die  Streckenvergleichungen  hängen  so  sehr  von  der  Versuchsanordnung  ab,  daß 
die  Resultate  der  verschiedenen  Autoren  nicht  miteinander  vergleichbar  sind. 
Zum  Vergleich  mit  den  von  den  Bienen  begangenen  Vergleichsfehlern  lassen 
sich  aus  den  Volkmannschen  Teilungsversuchen  allenfalls  die  Qieichteilungen 
(Halbierungen)  heranziehen:  Für  sehr  kleine  Strecken  (1  Par. -Linie)  betrug  je 
nach  der  Lage  der  Halbierungsfehler  durch  Augenmaß  die  reziproke  Unter- 
schiedsempfindlichkeit V90  oder  V79,  für  größere  Strecken  (100  mm  und  120  mm) 
Vi79  oder  Vieo.  Also  die  Unterschiedsempfindlichkeit  wuchs  stark  mit  der 
Vergrößerung  der  Strecken. 


3*)  Untersuchungen  über  die  Orientierung  im  Fühlraum  der  Hand  und  im  Blickraum. 
Pflügers  Archiv  für  Physiologie  46.  1890,  S.  40. 

3*^)  Untersuchungen  über  den  Fühlraum  der  Hand.  Pflügers  Archiv  41.  1887, 

S.  107-127. 

36)  Über  das  Schätzen  von  Distanzen  bei  Bewegung  von  Hand  und  Auge.  Diss. 
Würzburg  1887. 

G.  Th.  Fechner,  Elemente  der  Psychophysik.  I.  Leipzig  1860,  S.  210— 234.  294—295 
die  Versuche  E.  H.  Webers. 

38)  A.  W.  Volkmann,  Über  das  Vermögen,  Größenverhältnisse  zu  schätzen.  Berichte 
über  die  Verh.  d.  Kgl.  Sächs.  Ges.  d.  Wiss.  Math.-phys.  Kl.  Bd.  10.  1858,  S.  173-204. 

36)  Über  das  Sehen  von  Lagen  und  Winkeln  durch  die  Bewegung  des  Auges.  Math.- 
nat.  Kl.  der  Kais.  Ak.  d.  Wissensch.  1861.  Bd.  43.  Abt.  2,  S.  215—224. 

*0)  H.  V.  Helmholtz,  Handbuch  der  physiologischen  Optik.  2.  Aufl.  1896,  S.  682—688. 
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In  einem  Punkte  dürften  sich  die  psychophysischen  Vorgänge  im 
Menschen  wesentlich  von  denen  im  Tier  unterscheiden:  im  Grade  der 
Bewußtheit.  Es  geht  nicht  an,  einem  Tiere,  welches  ein  nie  gesehenes  Werk 
beginnt,  wie  der  zugereiste  Zugvogel  oder  die  überwinterte  Wespe  ihren 
Nestbau,  die  Vorstellung  von  dem  vollendeten  Werk  und  Einsicht  in  die  dazu 
nötigen  Vorstufen  zuzutrauen.'^^)  Diese  Tiere  handeln  unter  dem  Zwange  des 
dunkeln  ererbten  Dranges,  den  wir  Instinkt  nennen.  So  müßte  auch  eine 
Honigbiene,  die  allein  ein  neues  Nest  beginnt,  die  ersten  parallelen  Wände 
instinktiv  in  einem  gewissen  Abstande  aufstellen,  ohne  Vorstellung  des  zu 
vollendenden  Werkes  und  ohne  Bewußtsein  eines  Zweckes.  Da  sie  mit  Sinnen 
und  Werkzeugen  einen  typischen  seelischen  Drang  realisiert,  so  erhebt  sich 
auch  für  sie  schon  das  psychophysische  Problem,  jedoch  sehr  verschieden  von 
dem  menschlichen. 

Aber  gerade  bei  der  Honigbiene  bricht  die  Tradition  nie  ab.  Ein 
gänzliches  Novum  ist  einzig  und  allein  die  erste  Drohnenzelle,  welche  im 
Frühjahr  gebaut  wird,  ohne  Vorlage,  ohne  Erinnerung,  ohne  Vorstellungsbild 
von  dem  Tiere,  für  das  sie  bestimmt  ist.  Für  alle  übrigen  Tätigkeiten  ist  die 
Honigbiene  nie  ohne  Vorbild  und  nie  ohne  ältere  Gefährten.  Selbst  bei  der 
Neugründung  eines  Stockes  nach  dem  Hochzeitsfluge  können  die  Erinnerungs- 
bilder des  alten  noch  nicht  erloschen  sein.  Die  ersten  Zellen  können  diesen 
Erinnerungsbildern,  spätere  Zellen  den  erstgegründeten  angeglichen  werden; 
ebenso  in  jeder  einzelnen  Zelle  die  später  entstehenden  Teile  den  zuerst 
angelegten.  Wie  gut  und  wie  schlecht  diese  Angleichung  gelingt,  das  hängt 
von  den  äußeren  Bedingungen  und  den  inneren  Fähigkeiten  der  Bienen  ab.  Auf 
dieser  Stufe  sind  die  psychophysischen  Tätigkeiten  der  Bienen  durchaus  mit 
den  menschlichen  vergleichbar.  Meine  Messungen  decken  Abhängigkeiten  der 
Arbeitsleistungen  von  äußeren  und  inneren  Bedingungen  auf,  welche 
psychophysisch  durchaus  verständlich  sind  und  zahlenmäßig  in  den  Bienen 
dieselbe  Gesetzmäßigkeit  erkennen  lassen,  welche  für  menschliche  Sinnes-  und 
Gliedertätigkeit  gilt. 

Nunmehr  dürfte  auch  die  Frage  Beantwortung  finden,  welche  sich  aus  Satz  4. 
(S.  29)  erhebt:  Warum  bauen  die  Bienen  die  Drohnenzellen  an  absoluter 
Größe  fehlerhafter  als  die  Arbeiterzellen? 

Die  Arbeiterinnen  bauen  die  Arbeiterzellen  für  zukünftige  Puppen  und 
Insekten  ihrer  eigenen  Leibesgröße,  also  nach  dem  Maße  ihres  eigenen  Körpers. 
Für  die  absoluten  Abmessungen  der  Arbeiterzellen  besitzen  sie  deshalb  an  ihrem 
Körper  ein  nie  versagendes  Kontrollmaß.  Ein  solches,  tatsächlich  automatisch 
wirkendes,  Kontrollmaß  aber  fehlt  für  die  Herstellung  der  Drohnenzellen.  Diese 
werden  für  Leiber  hergestellt,  welche  viel  größer  sind  als  die  der  Werkleute; 
nach  einem  Idealmaß,  welches  nicht  real  angelegt  werden  kann,  sondern 


Vgl.  Wundt,  L.  V.  42.  S.  433-439.  470. 
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phylogenetisch  erworben  und  instinktiv  reproduziert,  nicht  einmal  in  der  Vor- 
stellung existiert.  Ist  aber  die  Unsicherheit  in  der  Anlage  der  ersten  Maßgröße 
einer  Zelle  einmal  überwunden,  dann  werden  die  andern  Dimensionen  durch 
realen  Vergleich  mit  dieser  Größe  hergestellt.  Beweis  dafür  ist,  daß  die  innere 
Gleichmäßigkeit  der  Drohnenzelle  nicht  nur  dieselbe,  sondern  sogar  eine  bessere 
ist,  als  die  der  Arbeiterzelle.  (Satz  3.  S.  29.)  Die  Bienen  arbeiten  also  nach 
Fechners  „Methode  der  mittleren  Fehler“,  die  Wundt  neuerdings  sehr  glücklich 
als  „Methode  der  Gleicheinstellung“  bezeichnet.^^) 

Die  Neigungswinkel  der  Bodenflächen  untereinander  betragen  im  Mittel 
113^,8  u.  114^,9,  ihre  Winkel  gegen  die  Prismenflächen  123^1  u.  122®,6.  Sowohl 
die  Regelmäßigkeit  der  einzelnen  Pyramide  wie  die  Übereinstimmung  der 
Pyramidenformen  untereinander  ist  nur  halb  so  groß  wie  die  der  Prismen. 
Gerade  diese  Unregelmäßigkeiten  schließen  die  rein  mechanische  Betrachtungs- 
weise aus,  für  den  bloßen  Zufall  aber  ist  die  Gesetzmäßigkeit  doch  zu  groß. 
Ohne  Tendenz  auf  einen  gewissen  Typus  hin  sind  diese  Arbeiten  nicht  zu 
verstehen.  Nur  werden  die  Bienen,  da  hier  die  verschieden  gerichteten  Kanten 
die  Arbeit  erschweren  und  die  bloße  Angleichung  nicht  wie  bei  den  Prismen- 
winkeln absolute  Winkelgrößen  bedingt,  viel  größere  Abweichungen  von  dem 
erstrebten  Wert  nicht  mehr  erkennen  können  und  sich  mit  viel  gröberen 
Annäherungen  an  den  typischen  Winkel  zufrieden  geben  müssen  als  für  die 
Prismenwinkel.  Welches  aber  ist  dieser  typische  Winkel?  Mir  scheint,  daß 
phylogenetische  Tatsachen  und  geometrische  Notwendigkeiten  einiges  Licht  auf 
diese  Frage  werfen. 

Die  Vorfahren  der  Honigbiene  sind  irgendwann  einmal  dazu  übergegangen, 
die  bisher  isolierten  Tonnenzellen  aneinander  zu  rücken.  In  diesem  Stadium 
dürfte  der  Druck  von  sechs  Nachbarzellen  entscheidend  gewesen  sein  für  die 
nunmehr  aufgenommene  Form  des  sechsseitigen  Prismas.^'^)  Aber  die  Her- 
stellung der  Winkel  von  120°  ist  später  zu  einem  festen  Instinkt  geworden, 
unabhängig  von  jedem  aktuellen  Druck.  Beweisend  dafür  ist  das  Vorkommen 
von  isolierten  prismatischen  Zellen,  auf  welche  Fr.  Smith  sich  zur  Widerlegung 
der  Drucktheorie  beruft.'*'“)  Auf  dieser  Stufe  also  treibt  der  Instinkt  dazu, 
Prismenwände  unter  120°  aneinanderzufügen  und  jede  Prismenwand  doppel- 
seitig, als  Zwischenwand  zweier  Prismen,  zu  verwenden.  Dabei  sind  die 
Zellen  meist  aufrecht  oder  hängend,  der  Wabenboden  horizontal,  die  Zellen 
rundlich  und  ohne  scharfe  Winkel  auf  den  Boden  aufgesetzt;  doch  kommt  auch 
hier  schon  die  vertikale  Wabe  mit  horizontalen  Zellen  vor^^) 


42)  Grundzüge  der  Physiologischen  Psychologie.  6.  Aufl.  1908.  Bd.  I,  S.  595 — 599. 

43)  Soweit  ist  die  Buffonsche  Theorie  anzuerkennen.  Auch  Waterhouse,  L.  V.  30.  und 
Darwin,  L.  V.  34.  S.  276—287  geben  diese  Genesis  des  Wabenbaus. 

44)  L.  V.  31.  S.  135—136. 

43)  Auf  eine  derartige  Wespenwabe,  die  sich  im  zoologischen  Museum  zu  Breslau 
befindet  und  aus  Ostafrika  stammt,  hat  Herr  Dr.  Zimmer  mich  aufmerksam  gemacht. 
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Wurde  nun  von  den  Vorfahren  der  Honigbiene  die  Doppelseitigkeit  der 
Wände  auch  auf  die  Bodenwände  ausgedehnt  und  der  andere  Instinkt  des 
ausschließlichen  Winkelbaus  von  120”  konsequent  festgehalten,  so  mußte  durch 
geometrischen  Zwang  der  Typus  der  Zelle  mit  dreiseitiger  Bodenpyramide 
und  dem  ideellen  Neigungswinkel  von  120”  entstehen.  Auf  diese  Konsequenz 
hat  Simon  Klügel  schon  1772  hingewiesen man  hat  nur  anzunehmen,  daß  die 
Fähigkeit  der  Bienen,  Neigungswinkel  von  120”  zu  bauen,  zu  der  Einseitigkeit 
erstarrt  ist,  freiwillig,  oder  wenn  man  will,  automatisch  keinen  andern  Winkel 
herzustellen.  Nur  äußere  Randbedingungen  oder  der  innere  Drang  des  Über- 
gangs von  der  Arbeiterzelle  zur  Drohnenzelle  können  andere  Winkel  erzwingen. 

Soll  einmal  der  Raum  durch  kongruente,  in  sich  gleichwinklige  Körper 
lückenlos  ausgefüllt  werden,  — das  liegt  in  der  doppelseitigen  Verwendung 
jeder  Wand,  — so  ist  nur  die  Wahl  zwischen  Würfel  und  Rhombendodekaeder; 
der  Würfel  ist  ausgeschlossen  durch  seine  Rechtwinkligkeit,  es  bleibt  also  die 
einzige  Möglichkeit  des  Rhombendodekaeders.  Das  Geheimnis  des  Wunder- 
baus der  Bienenwabe  liegt  nicht  in  komplizierten  Befähigungen  der 
Bienen,  sondern  in  der  geometrischen  Merkwürdigkeit,  daß  der  Winkel 
von  120®,  der  einzige,  den  die  Bienen  ausführen  können,  in  seiner 
räumlichen  Verwendung  das  Rhombendodekaeder  geradezu  erzwingt. 

Der  Aufbau  jeder  Wabe  freilich  geht  nicht  diesen  phylogenetischen  Weg. 
Würde  zuerst  das  Prisma  (Fig.  1.)  hergestellt,  so  könnte  im  Endpunkte  A die 
Bodenfläche  ODAF  mit  solchen  Winkeln  gegen  die  Prismenflächen  in  den 
Kanten  AD  u.  AF  angesetzt  werden,  welche  durch  Angleichung  an  den  Prismen- 
winkel der  Kante  AA’  sich  sehr  wenig  von  120”  unterscheiden  würden. 
Geschähe  dasselbe  in  den  Ecken  B und  C,  so  fügten  sich  die  3 Bodenebenen  in 
O zu  einer  stumpfen  Dodekaederecke  zusammen.  Der  Bau  der  Wabe  vollzieht 
sich  aber  umgekehrt:  Zuerst  wird  die  Mittelwand  hergestellt  und  in  ihr  die 
Pyramidenböden  ausgehöhlt,  ausgenagt,  ausgedrückt  und  ausgezogen.  Die 
Neigungswinkel  müssen  rein  instinktiv,  ohne  die  Möglichkeit  der  Vergleichung 
mit  Prismenwinkeln,  hergestellt  werden,  dazu  an  verschieden  gerichteten 
Kanten,  und  ohne  daß  die  relative  Winkelgleichheit  die  absolute  Winkelgröße 
garantierte.  Erst  wenn  die  Pyramidenfläche  fertig  ist,  wird  die  Prismenfläche  auf- 
gesetzt. Wohl  sind  ihre  gegenseitigen  Winkel  von  der  Form  der  Boden- 
pyramide unabhängig,  aber  die  Winkel,  unter  denen  sie  gegen  die  Bodenflächen 
in  den  Kanten  AD,  AF  usw.  angesetzt  werden,  sind  nicht  mehr  frei,  sondern 
durch  die  Pyramidenneigungswinkel  bestimmt. 

Mir  scheint,  daß  meine  Theorie  den  berechtigten  Anforderungen  genügen 
dürfte:  Sie  erklärt  phylogenetisch-geometrisch  das  Erstreben  des  Kepler- 
Maraldischen  Typus,  sie  erklärt  psychophysisch,  warum  die  Wirklich- 
keit diesen  Typus  nur  selten  erreicht.  Ist  diese  Auffassung  richtig,  so  sind 


L.V.  16.  S.  361. 
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die  in  den  Tabellen  IV  und  V ermittelten  Differenzen  die  „reinen  variablen  Fehler“ 
nach  Fechners  Definition.  Die  Differenzen  113^,8 — 120^  = — 6^,2  und  114^9 

— 120®  = — 5®,1  für  die  Neigungswinkel,  106®, 7 — 109®,5  = — 2®,8  und  107®,3 

— 109®,5  = — 2®,2  für  die  Kantenwinkel  sind  alsdann  die  „konstanten  mittleren 
Fehler““^^).  Den  Richtungssinn  dieser  konstanten  mittleren  Fehler,  d.  h.  die  Tat- 
sache, daß  die  Neigungen  der  Bodenflächen  gegeneinander  zu  klein,  ihre  Ansätze 
an  die  Prismenflächen  zu  stumpf,  die  Bodenpyramiden  also  zu  spitz  gebaut  werden, 
vermag  ich  nicht  zu  erklären. 

c)  Geschichtliches.  Hat  Maraldi  gemessen  oder  gerechnet? 

Seit  200  Jahren  beruft  man  sich  auf  die  Messungen  Maraldis,  und  zwar 
betont  man  die  Genauigkeit  seiner  Winkelmessung  (109”  28’)  gegenüber  dem 
später  (1739)  durch  S.  König  berechneten  und  mit  einem  Fehler  behafteten 
Kantenwinkel  von  109®  26’.  Ich  behaupte:  Die  WinkelangabeMaraldis 
ist  selbst  nicht  ein  Messungs-  sondern  ein  Rechnungs- 
resultat. 

Erstens  sind  tatsächlich  die  Bodenformen  der  Bienenzellen  äußerst 
schwankend,  wie  meine  Messungen  dargetan  haben.  Speziell  die  Kanten  und 
ihre  Endigungen  sind  so  unbestimmt,  daß  ihre  Winkel  überhaupt  undefinierbar 
und  der  Messung  unzugänglich  sind.  Gerade  die  besten  Beobachter,  von 
Swammerdam  bis  Darwin,  haben  diese  Unsicherheit  am  schärfsten  betont. 
Swammerdam,  durch  keine  Theorie  beeinflußt,  hat  die  Bodenvierecke  im 
Wesentlichen  für  Quadrate  angesehen:  „Tres  oblique  devergentes  fundamenti  cellu- 
larum  partes,  ubi  plurumque  quadratae  sunt,  ita  nonnunquam  oblonga,  nonnunquam 
rhombo  simili  figura  gaudent“^^).  R^umur  sah  sie  ungefähr  ebenso,  aber  er  war 
der  Erste,  der  seine  Sinne  der  Theorie  zu  Liebe  lügen  strafte.  Was  er  gesehen 
hat,  drückt  er  in  den  Worten  aus^®):  „Celles  de  quelques  cellules  paroissent  quarr ees, 
mais  plus  ordinairement  elles  semblent  des  lozanges  ou  des  rhombes  plus  ou  moins 
allonges,  qui  s’  eloignent  plus  ou  moins  du  quarre  parfait.  Swammerdam  a cru 
comme  moi,  trouver  de  ces  sortes  de  varietes  dans  les  figures  des  trois  pieces 
du  fond“.  Jetzt  kommt  das,  was  er  sich  zu  glauben  zwingt:  „Mais  leurs  figures 
sont  neanmoins  pour  l’ordinaire  des  rhombes,  tels  que  ceux  dont  Mr.  Maraldi  a 
determine  les  angles“.  Viele  haben  auch  nach  Reaumur  die  Unregelmäßigkeit  der 
Bodenpyramiden  gesehen,  welche  spitzer  sind,  als  die  Maraldische  Theorie  fordert, 
und  deren  Flächen  nicht  das  Diagonalverhältnis  / 2 : 1 haben,  sondern  sich  der 
quadratischen  Form  nähern.  Aber  weil  sie  selbst  keine  Messungen  angestellt 
haben,  haben  sie  sich  dem  Ergebnis  der  vermeintlichen  Maraldischen  Messungen 
gefügt. 


^9  Fechner  a.  a.  O.  S.  90,  120.  Vgl.  Wundt,  a.  a.  O.  Aufl.  3,  S.  345,  352.  Aufl.  6,  S.  597. 

48)  L.  V.  3.  S.  379. 

49)  L.V.  10.  S.  7. 
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Zweitens:  Zur  Zeit  Maraldis  gab  es  kein  Instrument,  mit  dem  man  an 
kleinen  Körpern  Winkelmessungen  von  Minutengenauigkeit  hätte  anstellen 
können. 

Das  Spiegelgoniometer,  das  Instrument,  welches  in  der  Tat  an  geeigneten 
Objekten  Messungen  von  der  Maraldischen  Genauigkeit  leistet,  ist  erst  100  Jahre 
nach  Maraldi  erfunden  worden.-''’®)  Selbst  das  Anlegegoniometer  stand  Maraldi 
noch  nicht  zu  Gebote;  es  ist  um  1780  von  dem  Modelltischler  Carangeot  ersonnen 
und  vom  Mineralogen  Rome  de  l’Isle  in  der  zweiten  Auflage  seiner  Kristallo- 
graphie bekannt  gemacht  worden.®^)  Maraldi  konnte  sich  zu  seinen  Messungen 
nur  des  Zirkels  und  des  geteilten  Halbkreises  ohne  beweglichen  Radius 
bedienen.^^)  Welches  von  beiden  Instrumenten  er  wirklich  benutzt  hat,  geht  aus 
seinem  leider  sehr  unvollständigen  Bericht  nicht  hervor.  Daß  er  aber  mit 
keinem  dieser  unvollkommenen  Werkzeuge  den  Genauigkeitsgrad  seiner 
Winkelangaben  hat  erreichen  können,  wird  klar,  wenn  wir  Winkelmessungen 
aus  der  Zeit  vor  und  nach  Erfindung  des  Anlegegoniometers  vergleichen.  Zu 
einem  solchen  Vergleich  bieten  die  beiden  Ausgaben  der  Kristallographie 
Rome  de  ITsle's  von  1772  und  1783  die  willkommene  Möglichkeit.®®)  Unter 
8 Winkelwerten  von  1783,  — gemessen  sind  die  Flächenwinkel,  jeder  Wert  ist 
das  Mittel  vieler  Messungen,  — betragen  die  größten  Abweichungen  gegen  die 
Wirklichkeit  + 5®  u.  — 4®,3,  das  Mittel  aller  mit  Anlegegoniometer  gemachten 
Fehler  beträgt  2®.  Ohne  Goniometer  — gemessen  sind  die  Kantenwinkel  — 
betragen  von  13  Werten  die  extremen  Fehler  + 13®  und  — 12®,3,  der  mittlere 
Fehler  ist  5®,3.  Dies  also  ist  etwa  die  Genauigkeit,  die  man  bei  gut  ausgebildeten 
Objekten  Maraldi  Zutrauen  dürfte. 

Drittens:  Maraldi  gibt  mit  bestimmten  Worten  als  Ergebnis  seiner 
Messungen  für  den  stumpfen  Rhombenwinkei  110®  an:  „trois  rhombes  presque 
toüjours  egaux  et  semblables,  qui  suivant  les  mesures  que  nous  avons  prises,  ont 
les  deux  angles  obtus  chacun  de  110.  degres“^^).  Dieser  Wert,  der  von  den  wirk- 
lichen Mittelwerten  nur  um  etwa  3®  abweicht,  erscheint  für  Maraldis  Messungs- 
möglichkeiten sehr  genau.  Einiges  Glück  und  die  Abrundung  auf  110^  dürfte 
wohl  dabei  mit  im  Spiele  sein;  doch  liegt  kein  Grund  vor,  schon  diesen 
Winkelwert  mit  Boscovich^^)  für  ein  Rechnungsresultat  zu  halten.  Weiter  ist  als 
Messungsresultat  die  Größe  der  stumpfen  Trapezwinkel  --  110®  (2®  zu  klein)  zu 
betrachten.  Gerade  bei  dieser  anscheinenden  Übereinstimmung  der  Rhomben-  und 


50)  Wollaston,  Philosophical  Transactions  1809.  S.  253— 258. 

51)  Cristallographie.  2.  ed.  Paris  1783.  t.  IV  Planche  VIII,  fig.  50.  Explication  t.  IV,  S.  26. 
5’)  Dieses  Instrument  nennen  wir  pseudofranzösisch  „Transporteur";  bei  den  Franzosen 

heißt  es  le  rapporteur. 

53)  Ich  benutze  die  Zusammenstellung  bei  Franz  v.  Kobell,  Geschichte  der  Minera- 
logie, München  1884.  S.  76—79  und  104—105. 

54)  L.  V.  6.  S.  405. 

55)  L.  V.  14.  S.  500,  Note  665. 
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der  Trapezwinkel  hat  die  Spekulation  eingesetzt.  Als  Astronom,  der  mit  der 
Ungenauigkeit  von  Beobachtungen  beständig  zu  tun  hatte  und  sie  auszugleichen 
gewohnt  war,  hat  Maraldi  sich  die  Frage  vorgelegt:  welchen  genauen  Wert  müssen 
die  stumpfen  Winkel  haben,  wenn  die  scheinbare  Übereinstimmung  eine  genaue 
sein  soll?  Die  aus  dieser  Bedingung  durch  Rechnung  leicht  zu  erhaltende  Antwort 
war:  109®  28‘.  Dieser  Gedankengang  liegt  in  den  Worten  5®):  „or  on  trouve  que 
les  angles  aigus  des  rhombes,  etant  de  70.  degres  32.  minutes  et  les  obtus  de 
109®.28.  minutes,  ceux  des  trapezes  qui  leur  sont  contigus  doivent  äres  aussi  de 
la  meme  grandeur“.  Also,  wenn  alle  stumpfen  Winkel  109®  28‘  betragen,  so  ist 
nicht  nur  die  Ecke  bei  O,  sondern  auch  die  bei  A,  B,  C und  die  bei  D,  E,  F 
gleichseitig,  diese  mit  4,  jene  mit  3 Seiten,  sondern,  wie  es  dann  in  der  ganzen 
Zellform  nur  einen  Kantenwinkel  und  sein  Supplement  gibt,  so  gibt  es  auch  nur 
eine  Flächenwinkelgröße.  Aus  dieser  Einfachheit  und  Symmetrie  („facilite  et  sim- 
plicite  dans  la  construction  . . . plus  belle  Symmetrie  dans  la  disposition“)  entnimmt 
Maraldi  das  Recht,  den  annähernd  gemessenen  Winkel  von  110®  auf  109®  28’  zu 
korrigieren.  Es  ist  nicht  zu  bezweifeln,  daß  er  nach  den  teleologischen  Anschauungen 
seiner  Zeit  sich  zu  diesem  Schritte  berechtigt  hielt  und  in  gutem  Glauben  ge- 
handelt hat. 

Außer  Boscovich  haben  Mac  Laurin^'^)  und  Lhuilier^^)  den  Maraldischen 
Winkel  als  Rechnungsgröße  erkannt;  aber  ihre  Mahnungen  sind  verhallt  gegen 
den  geradezu  enthusiastischen  Glauben  an  die  absolute  Regelmäßigkeit  des  Bienen- 
baus. Maraldis  unklare  Ausdrucksweise,  besonders  das  „etant“,  welches  vom 
unkritischen  Leser  leicht  kausal,  nicht  konditional  verstanden  wird,  hat  diesen 
Glauben  genährt.  Nur  wenige  sprechen  von  eigenen  Messungen.  Als  Muster 
der  Enthusiasten  führe  ich  den  in  englischen  Schriften  oft  zitierten  Lord  Brougham 
an,  der  seiner  Natural  Theology  zuliebe  den  Tatsachen  Gewalt  antut:  „I  presume 
Maraldi  must  have  employed  a micrometer.  I have  used  one  to  compare  the 
breadth  of  the  plates  and  sides,  and  I certainly  can  find  no  inequality“.  — „There 
is  an  absolute  and  perfect  agreement  between  the  theory  and  the  Observation“^®). 
Das  ist  noch  heute  der  Ton  der  meisten  populären  und  mancher  wissenschaft- 
lichen Schriften. 

Wirkliche  Nachmessungen  der  Form  des  Zellbodens  haben,  soviel  mir 
bekannt  ist,  in  der  ganzen  langen  Zeit  von  2 Jahrhunderten  nur  2 Männer  vor- 
genommen: S.  KlügeF®)  (1772)  und  Castillon®^  (1781).  Beide  haben,  wie  es  zu 
ihrer  Zeit  allein  möglich  war,  den  Zirkel  benutzt. 


55)  L.  V.  6.  S.  407-408. 

57)  L.V.  11.  S.  566. 

58)  L.V.  18.  S.  280. 

59)  L.  V.  27.  S.  224  und  350. 

60)  L.V.  16.  S.  355— 361. 

«9  L.  V.  19.  S.  299—300. 
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Klügel  maß  die  Diagonalen  der  Bodenrhomben.  Er  verhehlte  sich  nicht,  daß 
wenn  die  große  Rhombendiagonale  nur  um  Vio’”  (=  0,2  mm)  „das  ist  ein 
unsichtbarer  Punkt“  vermindert  wird,  der  stumpfe  Rhombenwinkel  um  12’  ab- 
ihmmt.  Er  fand  das  Diagonalverhältnis  „am  genauesten  zu  sagen  wie  25V2  : 18“. 
{=  1,417).  „Einige  Rhomben  haben  ein  anderes  Verhältnis,  das  aber  doch  wenig 
abging,  und  das  angeführte  traf  am  öftersten  zu.“  Wie  Maraldi  und  andere 
leitete  Klügel  der  vorgefaßte  Glaube  an  die  teleologische  Notwendigkeit  der 
Regelmäßigkeit:  „Aus  dem  schönsten  Ebenmaß  der  Bienenarbeit  folgt,  daß  die 
Winkel  wirklich  gleich  sind.“  Gegenüber  dieser  Notwendigkeit  nahm  er  die 
Schuld  der  unvollkommenen  Bestätigung  auf  sich:  „Die  Abweichung  der 
Winkel  wird  Beobachtungsfehler  sein.“ 

Castilion  allein  hat  vorurteilslos  und  mit  großer  Sorgfalt  die  Rhomben- 
formen gemessen,  und  zwar  er  allein  an  Gipsabgüssen.  Sein  Ergebnis  ist: 
„Je  n’ai  pu,  par  la  mesure,  rien  trouver,  qui  s’accorde  avec  la  theorie 
ni  qui  donne  les  angles  determines  par  Maraldi.“  „J’ai  trouve  presque 
tous  les  rhombes  irreguliers,  et  je  n’ai  pas  eu  le  bonheur  de  rencontrer 
un  seul  fond  pyramidal  entierement  regulier.“  Dies  für  die  Maraldische 
Theorie  vernichtende,  vor  130  Jahren  gefällte  Urteil  ist  vergessen  oder  achtlos 
bei  Seite  geschoben  worden 

§ 2.  Der  Wachsverbrauch. 

L Das  Minimum  der  Oberfläche. 

Schon  im  Altertum  ist  als  Vorzug  der  Bienenwabe  die  Wachsersparnis 
gerühmt  worden.  Die  erste  Ersparnis  liegt  darin,  daß  jede  Zellwand  doppel- 
seitig verwendet  wird,  die  zweite,  daß  von  den  3 regelmäßigen  Vielecken, 
welche  lückenlos  die  Ebene  auszufüllen  vermögen,  dem  Dreieck,  Viereck  und 
Sechseck,  für  die  Bienenzelle  das  Sechseck  benutzt  wird.  Denn  bei  gleichem 
Flächeninhalt  hat  von  den  3 genannten  Figuren  das  Sechseck  den  kleinsten 
Umfang.  Diese  Betrachtungen  finden  sich  in  der  Collectio  des  Pappus,  welcher 
dem  dritten  nachchristlichen  Jahrhundert  angehört.  Nach  Hultsch  sind  sie 
Wiedergabe  aus  Zenodorus,  der  bald  nach  Archimedes,  also  im  zweiten  vor- 
christlichen Jahrhundert  gelebt  hat.®®) 

Im  Herbst  1739  wurde  Samuel  König  aus  Bern  bei  Gelegenheit  eines 
Besuches,  den  er  gemeinschaftlich  mit  Marquise  Du  Chatelet  und  Voltaire 
Reaumur  in  Charenton  abstattete,  durch  diesen  angeregt,  zu  untersuchen,  ob  die 
Maraldische  Zellform  vielleicht  die  Eigenschaft  des  geringsten  Wachsverbrauchs 


®2)  Lord  Brougham,  der  Politiker,  führt  es  auf  Liebedienerei  gegen  Friedrich  den 
Großen  zurück.  Nach  seiner  Ansicht  kann  kein  ehrlicher  Mensch  die  absolute  Regel- 
mäßigkeit der  Bienenzelle  bestreiten.  L.  V.  27.  S.  225. 

L.  V.  1.  Vol.  I.  lib.  V,  S.  304 — 308.  Hultsch'  Urteil  über  Pappus  und  Zenodorus 
Vol.  III,  praefatio  S.  VII,  XV  und  S.  1190. 


bei  gegebenem  Zellvolumen  habe.  Diese  Fragestellung  Reaumurs  ist  als  direkte 
Fortsetzung  des  antiken  Qedankenganges  anzusehen;  der  Mathematiker  König 
nahm  sie  auf,  weil  Untersuchungen  über  Maxima  und  Minima  durch  die 
Infinitesimalmethode,  verbunden  mit  teleologischen  Tendenzen  im  Mittelpunkte 
des  gelehrten  Interesses  standen. 

Königs  Originalarbeit,  die  er  im  November  1739  in  der  Akademie  gelesen 
hat,  ist  nicht  gedruckt  worden.  Seine  Untersuchungen  sind  leider  nur  durch  den 
raisonnierenden  Bericht  des  ständigen  Sekretärs  Fontenelle®^)  und  durch  seinen 
Gönner  Reaumur®^)  bekannt  geworden.  Beide  Darstellungen  versagen  für 
die  mathematische  Behandlung  vollständig.  König  selbst  hat  einem  Freunde  in 
Bern  am  29.  November  1739,  wenige  Tage  nach  dem  Besuche  bei  Reaumur, 
brieflich  einen  Auszug  seiner  Abhandlung  mitgeteilt.  Derselbe  ist  abgedruckt 
im  Journal  helvetique  Avril  1740®®)  und  ist  fast  ganz  unbekannt  geblieben. 

Köng  bewies  zuerst,  daß  durch  Drehung  der  Ebene  ADOF  (Fig.  2.)  um  die 
Nebendiagonale  DF  des  regelmäßigen  Sechsecks  DAi  F . . . wohl  spitzere  oder 
stumpfere  Abschlußrhomben  entstehen,  daß  aber  der  Rauminhalt  der  Zelle 
durch  Drehung  dieser  Ebene  kein  anderer  wird,  als  der  durch  das  Sechseck 
abgeschlossene  des  Prismas. ®0  Denn  durch  die  Rhombenebene  ADOF  wird 
zwar  vom  Prisma  der  Keil  DFAAi  abgeschnitten,  ein  ihm  kongruenter  DFOOi 
aber  hinzugefügt.  Ist  so  das  Zellvolumen  für  jede  Lage  des  Abschlußrhombus, 
welche  DF  zur  Diagonale  hat,  konstant,  so  ist  die  Aufgabe  nunmehr  darauf 
zurückgeführt,  diejenige  Rhombenlage  zu  bestimmen,  für  welche  die  Qesamt- 
oberfläche  der  Zelle,  d.  h.  6 Trapeze  von  der  Art  DD’A’A  + 3 Rhomben  von  der 
Art  ADOF,  ein  Minimum  wird. 

Nach  seiner  eigenen  Mitteilung  hat  König  die  Rhombenseite  als  Unbekannte 
gewählt  und  den  Ausdruck  für  die  Oberfläche  der  Zelle  durch  den  „calcul  des 
differences“  „par  la  methode  de  maximis  et  minimis“  behandelt.®®)  Ist  a die 
Sechseckseite  DAi,  h die  unverkürzte  Prismenkante  DD’,  y die  gesuchte 
Rhombenseite  D A,  so  ist  der  Ausdruck  für  die  Oberfläche  F - 6 ah  — 3a  / 

+ 3a . 1^  3 • / y2  — a^  und  die  Bedingung  für  das  Minimum  der  Oberfläche 
3a 

y = — — . Hieraus  fand  König  „par  le  moien  des  tables“  (jedenfalls  aus 

Vs 

sin 6 = = |/  2^^)  den  stumpfen  Rhombenwinkel  DAF^  DOF  = 2f=109‘'26’; 

also  üm  2’  kleiner  als  den  Maraldischen  Wert.  Die  Oberflächenverringerung  der 
Minimalzelle  verglichen  mit  dem  eben  abgegrenzten  Prisma  gibt  König  angenähert 

64)  L.  V.  7. 

66)  L.  V.  10. 

66)  L.  V.  8.  Auszüge  daraus  finden  sich  in  L.  V.  28  und  L.  V.  38. 

67)  L.V.  8.  S.  358— 359.  L.  V.  7.  S.  34.  L.V.  10.  S.  17. 

68)  L.  V.  8.  S.  359-360. 
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richtig  an®^).  Der  bisher  einzig  bekannte  Wert,  den  R^umur  als  Königsches 

Resultat  überliefert  hat^<^)  (Ersparnis  eine  ganze  Sechseckplatte),  ist  viel  zu  groß  und 
hat  König  Vorwürfe  eingetragen,  die  gegen  Reaumur  gerichtet  werden  müssen. 

Durch  König,  Fontenelle  und  Reaumur  ist  es  zu  einem  besonderen 
Triumph  der  Bienenbaukunst  gestempelt  worden,  daß  nur  vermittelst  der 
Methoden  der  kürzlich  entdeckten  höheren  Mathematik  die  Eigenart  ihres 
Werkes  erkannt  werden  konnte:  „Pappus  auroit  ete  sans  doute  fort  fache 
d’apprendre,  qu’il-y-a  plus  de  Geometrie  dans  ces  petites  Demeures,  qu’il 
n’en  savoit,  lui  et  son  Siede,  puis  qiüon  y trouve  la  Geomdrie  des  Modernes, 
et  leurs  Methodes,  de  maximis  et  minimis.“^^) 

Bald  nach  Mitteilung  des  Königschen  Resultats  haben  hervorragende 
Mathematiker  elementare  Herleitungen  ersonnen  und  zum  Teil  veröffentlicht. 
Einer  von  ihnen,  Lhuilier,  drückt  seinen  Widerspruch  gegen  Königs  Irrtum  so 
aus  ^2).  ^^Lors  meme  qu’on  accorderoit  aux  Abeilles  une  intelligence  mathematique, 
je  me  propose  de  montrer  quül  suffiroit  de  leur  supposer  les  methodes  des 
Euclide  ou  des  Archimede,  sans  leur  attribuer  edles  des  Newton  ou  des  Leibnitz.^* 

Derartige  Lösungen  rühren  her  von  Gramer,  Mac-Laurin,  Le  Sage, 
Boscovich,  Lhuilier  und  neuerdings  von  Schellbach.  Alle  diese  Autoren  haben 
statt  der  Rhombenseite  als  bequemere  Unbekannte  den  Abschnitt  A A^^-^x  gewählt. 

1 / a ^ 

Die  Oberfläche  der  Zelle  ist  alsdann  F = 6ah  — 3ax  + 3a]/3*  y x^-f-— ; die 


Bedingung  des  Minimums  ist  x = 


a 


Vs* 


Die  erste  Lösung  nach  König  dürfte  der  Genfer  Gramer  geliefert  haben. 
Er  hat  sie,  wie  Lhuilier  und  Huber  berichten,  König  mitgeteilt,  bevor  dieser  die 
Schweiz  für  immer  verließ.  Gramers  Lösung  wird  erwähnt  von  Lhuilier,^^) 
überliefert  von  Huber.^'^)  Sie  stützt  sich,  wie  die  spätere  von  Boscovich^^)  auf 
Überlegungen  der  Differentialgeometrie.  Rein  elementargeometrisch  sind  die 
Lösungen  von  Mac-Laurin^®)  und  Lhuilier. '^0  Am  einfachsten  dürfte  die 
algebraische  Lösung  von  Le  Sage  sein,  welche  uns  durch  seinen  Schüler 
Lhuilier  übermittelt  isF*^)  und  auch  von  Huber^®)  erwähnt  wird:  Die  Gleichung 


69) L.V.  8.  S.  361. 

70)  L.V.  10.  S.  18. 

7»)  L.  V.  8.  S.  557.  Ähnlich  Fontenelle  L.  V.  7.  S.  35  und  Reaumur  L.  V.  10.  S.  18. 

72)  LV.  18.  S.  281. 

73)  L.V.  18.  S.  280. 

74)  L.V.  22.  tome  II.  S.  33,  475—479. 

75)  L.  V.  14.  S.  500—502. 

76)  L.  V.  11.  S.  567—569. 

77)  L.V.  18.  S.  282— 284. 

78)  L.  V.  18.  S.  284—285. 

79)  L.  V.  22.  S.  34. 
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F— 6ah  /F— 6ah\2 

F = 6ah  - 3 ax  + 3a  1/3  |/  oder  geordnet  - x • - --  i/g-  1 — ^ 1 

4 3 a y 3 a / 

3a2 

^ ist  quadratisch  für  x;  deshalb  liefert  das  Verschwinden  der  Diskriminante 

2 a2  3a2  a 

- ~ = 0,  woraus  F = 6 ah  + ^ = die  gesuchte  Be- 

dingung für  das  Minimum  der  Oberfläche. 

Endlich  hat  Schellbach  die  Bienenaufgabe  nach  seiner  elementar- 
algebraischen, die  Differentiation  umgehenden  Methode  behandelE'^)  und  ihr 
dadurch  weite  Verbreitung  verschafft. 

Lhuilier  hat  nachgewiesen,  daß  die  Kepler-Maraldische  Zellform  zwar  das 
Minimum  unter  den  gestellten  Bedingungen,  aber  nicht  das  Minimum  Minimorum 
der  Oberfläche  aufweist,  und  daß  bei  gegebenem  Rauminhalt  Zellformen  mit 
anderer  Tiefe  oder  anderen  Bodengestaltungen  noch  kleinere  Oberfläche  haben 
können. Doch  sind  diese  Zellformen  so  flach,  daß  sie  weder  als  Brutbehälter, 
noch  bei  horizontaler  Lage,  als  Honigbehälter  brauchbar  sind;  oder  endlich 
schließen  sich  die  Qrundpyramiden  der  beiden  Wabenseiten  nicht  lückenlos 
aneinander.  Diese  Formen  sind  also  praktisch  unbrauchbar. 

Von  den  Neueren  hat  K.  Müllenhoff  ohne  Berücksichtigung  von  Lhuiliers 
Arbeit  die  Tiefe  der  Zelle  durch  die  Forderung  des  Minimums  der  Oberfläche 
mit  Berücksichtigung  der  äußeren  Deckfläche  zu  bestimmen  gesucht.®^  Er 

findet  für  Kantenlänge  h und  Sechseckseite  das  Verhältnis  — — 2,44  und  ist 

a 

der  Meinung:  „Die  Verhältnisse  zwischen  Länge  und  Breite  der  Zellen 
entsprechen  nun  tatsächlich  diesem  auf  Grund  der  rein  teleologischen  Methode 
der  Naturbetrachtung  gefundenen  Postulate“.  Tatsächlich  ist  hier  wie  sonst  in 
Fragen  des  Bienenbaus  die  Teleologie  gegen  die  Messung  im  Unrecht.  Die 
Tiefen  der  Zellen  sind  so  schwankend,  daß  sie  überhaupt  nicht  als  geometrisch 
bedingt  angesehen  werden  können.  Im  Mittel  aber  finde  ich  in  Arbeiterzellen 

das  Verhältnis  — = 4,  in  Drohnenzellen  = 3,5. 
a 

11.  Die  Dicken  der  Wände  und  Kanten. 

König  hat  von  dem  Minimum  der  Oberfläche  auf  das  Minimum  des 
Wachsverbrauchs  geschlossen.  Dieser  Schluß  hat  zur  Voraussetzung,  daß  die 
Wände  der  Prismen  und  der  Bodenpyramiden  gleich  dick  mit  Wachs  belegt  sind, 
und  daß  nur  unerhebliche  Wachsmengen  in  den  Verdickungen  der  Kanten  und 


/F-6ah' 
l 3a  , 


80)  L.  V.  28  a.  S.  35-37. 

81)  L.  V.  18.  S.  289—291. 

82)  L.  V.  36.  S.  594—596. 
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des  Zellrandes  enthalten  sind.  Messungen  sind  dafür  nicht  angestellt  worden. 
Maraldi  gibt  an,®^)  daß  3 bis  4 Platten  aufeinandergelegt  die  Dicke  eines  gewöhn- 
lichen Papierblattes  ergeben;  Reaumur  erklärt®^)  sie  für  feiner  als  Papier.  Der 
Wirklichkeit  näher  kommt  Reaumur:  das  Papier,  auf  welches  Maraldis  Abhand- 
lung gedruckt  ist,  hat  ziemlich  genau  die  Dicke  der  Prismenwand  einer  Drohnen- 
zelle (0,09  mm). 

Genaue  Messungen  ergeben,  daß  Prismen-  und  Pyramidenwände  gesetz- 
mäßig ungleich  dick  sind,  und  daß  die  Kantenverdickungen  nicht  vernachlässigt 
werden  dürfen. 

a)  Die  Wanddicken. 


Ich  habe  mit  dem  Mikrometer  an  3 Arbeiterwaben  je  70  Prismendicken 
und  70  Bodendicken,  an  4 Drohnenwaben  78  Prismendicken  und  88  Bodendicken 
gemessen.  Bezeichne  ich  die  Prismenwanddicke  mit  2 ry^,  die  Bodenwanddicke 


mit  2^2)  Verhältnis  mit  m, 
resultate: 


so  gibt  folgende  Übersicht  die  Messungs- 


A.  Arbeiterzellen. 


B.  Drohnenzellen. 


2 

2(^2 

m 

2 0^ 

2^2 

m 

1.  Th.  I 

0,074 

0,111 

1,50 

1.  Th.  III 

0,092 

0,162 

1,76 

2.80)  Th.  II 

0,072 

0,118 

1,65 

2.  Th.  II 

0,084 

0,133 

1,58 

3.S6) 

0,062 

0,100 

1,61 

3.««) 

0,091 

0,145 

1,60 

Mittel 

0,069 

0,110 

1,59 

4. 

0,096 

0,128 

1,33 

Mittel 

0,091 

0,142 

1,58 

Am  genausten,  mit  je  40  Messungen  für  jede  Größe,  habe  ich  die  Wand- 
dicken der  Waben  Th.  I und  Th.  III  untersucht.  Die  große  Zahl  dieser 
Messungen  läßt  auch  den  Genauigkeitsgrad  bei  der  Herstellung  der  Wanddicken, 
also  die  Unterschiedsschwellen  und  Unterschiedsempfindlichkeiten  für  diese 
Größen,  erkennen.  Die  mittleren  absoluten  Fehler  der  2 und  2 in  der 
Arbeiterwabe  Th.  I sind  0,0057  und  0,0098  mm,  die  relativen  0,076  = V13  und 


83)  L.  V.  6.  S.  402. 

s-*)  L.  V.  10.  S.  19. 

85)  Die  Wabe  Th.  II,  eine  Übergangswabe,  enthält  in  ihrem  oberen  Teile  auch  Arbeiter- 
zellen auf  Kunstboden.  Für  diese  Zellen  war  2 = 0,086,  2fy2  = 0,175,  m = 2,03.  Die 

Pyramiden  sind  schlecht  ausgearbeitet,  z.  T.  halbkugelig.  Ein  Gipsabguß  einer  solchen  Zelle 
ist  in  Fig.  9f  abgebildet. 

88)  Die  Waben  3.  sind  etwa  35  Jahre  alt;  ihre  absoluten  Maße  dürften  durch  Schwund 
etwas  verringert  sein. 
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0,088  = Vii;  in  der  Drohnenwabe  Th.  III  die  absoluten  Fehler  0,0071  und 
0,0168,  die  relativen  0,076  = Via  und  0,0168  :=  Vio.  Die  relativen  Fehler  d.  h.  die 
Unterschiedsempfindlichkeiten  sowohl  für  die  Prismenwände  wie  für  die  Boden- 
wände je  unter  sich  zeigen  die  Konstanz,  die  das  Weber-Fechnersche  Gesetz 
fordert;  dagegen  zeigt  sich  die  Empfindlichkeit  für  die  Dicke  der  Bodenwände  ver- 
glichen mit  der  der  Prismenwände  geringer,  entsprechend  der  anders  gearteten 
und  wohl  schwierigeren  Herstellungsweise.  Um  einen  Einblick  in  die  Streuung 
der  Einzelwerte  um  die  Mittelwege  herum  zu  ermöglichen,  gebe  ich  in 
Tabelle  VII  diese  Einzelwerte  von  Th.  I und  Th.  II  wieder. 

Zweifel  an  der  gleichen  Dicke  aller  Wände  einer  Zelle  hat  vor  mir  nur 
Charles  Darwin  geäußert;  Messungen  hat  er  selbst  und  Prof.  Miller  in  Cambridge 
vorgenommen.  In  den  ersten  Auflagen  der  Entstehung  der  Arten  gibt  Darwin, 
offenbar  nach  eigenen  Messungen,  die  Wanddicke  der  Zelle  zu  V400  Zoll 
= 0,063  mm  an  und  fügt  hinzu:  „Die  Platten  der  Qrundpyramide  sind  doppelt 
so  dick“.®V  In  späteren  Auflagen  gibt®®)  er  als  Resultate  von  Millers  Messungen 
die  Prismenwand  V353  Zoll  = 0,072  mm  (12  Messungen),  die  Pyramidenwand 
V299  Zoll  = 0,111  mm  (21  Messungen),  und  das  Dickenverhältnis  1,5.  Daß 
Miller  diese  Dickenmessungen  auf  Darwins  Anregung  vorgenommen  hat,  liegt 
in  Darwins  Worten:  „Prof.  Miller  has  kindly  ascertained  for  me“,  welche  die 
deutschen  Übersetzer  fälschlich  durch:  „Prof.  Miller  hat  mir  mitgeteilt“,  wieder- 
geben. Irgend  welche  Folgerungen  hat  Darwin  an  diese  Messungen  nicht 
geknüpft. 

b)  Wachsminimum  bei  ungleichen  Wanddicken. 


Berücksichtigt  man  die  Wanddicke,  so  ist  für  den  Wachsaufwand  jeder 
einzelnen  Zelle  wegen  der  doppelseitigen  Verwendung  jeder  Wand  die  halbe 
Wachsdicke  und  02  anzusetzen.  Bleiben  die  übrigen  Bezeichnungen  wie  S.  38 
und  39,  so  ist  der  Wachsaufwand  für  eine  Zelle  in  Kubikmillimetern 

W = 3 . (2h  -x)a . + 3a/3  x^-j-  ^ • ^2-  Durch  die  gewöhnlichen  Methoden®^) 


ergibt  sich  als  Bedingung  des  Wachsminimums  x=  — y==;  das  Verhältnis 
^ 2f3m2— 1 

der  Rhombendiagonalen,  und  damit,  wenn  2f  der  stumpfe  Rhombenwinkel  ist. 


tg.=  1/  3 


V' 


—;  und  wenn  2 g der  Neigungswinkel  der  Rhombenflächen  gegen- 
m^ 


einander  ist,  cosa  = 77^.  Ich  stelle  im  folgenden  die  Werte  von  2e  und  2 cp  als 
2 m 

Funktionen  der  Werte  von  m = l bis  m=l,8  zusammen. 


87)  L.v.  34  d.  S.  241. 

88)  L.  V.  34.  S.  283.  34a.  S.  306.  34  b.  S.  358.  34  c.  S.  290. 

8»)  Von  den  oben  angeführten  versagen  die  von  Mac-Laurin  und  von  Boscovich. 
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m 

26 

2,, 

1 

0 

109,5 

0 

120,0 

1,3 

114,2 

134,7 

1,4 

115,2 

137,9 

1,5 

115,9 

141,1 

1,58 

116,4 

142,3 

1,6 

116,5 

143,6 

1,7 

116,9 

145,8 

1,8 

117,3 

147,8 

Noch 

viel  spitz( 

ir  aber  sin 

führten  Bodenpyramiden  (Arbeite 

zellen  2 ^ = 

1070,3,  2q 

- 1140,9). 

Pyramiden 

würden 

dann  die 

sein,  wenn  m = 0,92 

wäre,  d.  h. 

Ein  Blick  auf  diese  Tabelle  lehrt,  daß 
die  Kepler- Maraldische  Dodekaederpyra- 
mide fm=l  2^  -- 1090,5  2(^  = 1200,0)  viel 
spitzer  ist,  als  die  Pyramidenform,  welche 
für  das  wirkliche  mittlere  Dickenverhält- 
nis (m=  1,58  26=  1160,4  2(^-^  1420,3) 
das  Minimum  des  Wachsverbrauchs  leisten 
würde. 


d die  von  den  Dienen  wirklicn  ausge- 
irzellen  2 ^ = 1060,7,  2 (^  — 113o,8,  Drohnen- 
Diese  wirklich  ausgeführten  Boden- 
Formen  minimalen  Wachsverbrauchs 
wenn  die  Bodenwände  etwas  dünner 

wären  als  die  Prismenwände. 

Joh.  Heinr.  Lambert  schlug  1772  vor,^®)^  Sparsamkeit  der  Bienen  auf 
den  Hausbau  der  Menschen  zu  übertragen,  indem  man  den  quadratischen  oder 
sechsseitigen  Unterbau  eines  Hauses  durch  ein  vierseitiges  oder  dreiseitiges 
Rhombendach  eindecke.  Dabei  erwog  er  auch  den  Fall,  daß  der  Quadratfuß 
Mauer  und  der  Quadratfuß  Dach  nicht  dasselbe  Gewicht  haben.  Ist  die  Flächen- 
einheit des  Dachs  leichter  als  die  der  Mauer,  so  kann  bei  sechseckigem  Grund- 
riß „das  Dach  des  Hauses  viel  jäher  oder  abhängiger  gemacht  werden“  als  das 
der  Bienenzelle,  wenn  die  „kleinste  Last“  erzielt  werden  soll.  Er  bestimmte, 
a 

wie  oben,  x — ^ 7.  Praktische  Bedeutung  aber  hat  dieser  Vorschlag, 

2 1/3  m^  — 1 

selbst  abgesehen  von  dem  wunderlichen  Grundriß,  nicht.  Lambert  hat  übersehen, 
daß  X nur  reell  ist  für  m^  > Ys»  m>  0,577;  daß  also  ein  Minimum  nur  her- 
stellbar ist,  wenn  die  Flächeneinheit  der  Bedachung  mehr  als  Y?  der  Mauereinheit 
wiegt.  Diese  Bedingung  dürfte  nur  für  Bretterlauben  erfüllt  sein;  und  selbst 
wenn  sie  erfüllt  ist,  würde  man  meist  ganz  unbrauchbar  spitze  Türme  erhalten. 
An  die  Möglichkeit,  daß  die  Bienenbauten  selbst  ungleich  dicke  Wände  haben 
könnten,  hat  Lambert  nicht  gedacht. 

c.  Die  Kantenverdickungen.  «.  Die  äußeren  Ränder. 

Der  direkten  mikrometrischen  Messung  sind  die  äußeren  Randverdickungen 
zugänglich.  (Vgl.  Fig.  6.)  Nach  20  Messungen  an  4 Arbeiterwaben  betrug  die 


ijo)  L.  V.  15.  S.  391,  394. 
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äußere  Randdicke  im  Mittel  0,27  mm;  die  einzelnen  Dicken  schwanken  sehr 
erheblich,  nämlich  zwischen  0,20  und  0,38  mm.  24  Messungen  an  3 Drohnen- 
waben ergaben  den  Mittelwert  0,50  mm,  die  kleinsten  und  größten  Werte  noch 
stärker  schwankend,  nämlich  zwischen  0,23  und  0,74  mm. 

Die  Randverdickung  verläuft  nach  unten  nicht  allmählich  zur  normalen 
Wanddicke,  sondern  ist  scharf  abgegrenzt.  Das  sieht  man  an  der  sprungweisen 
Änderung  bei  durchfallendem  Licht;  auch  lassen  sich  die  Randverdickungen 
leicht  als  gut  begrenzte,  dünne  Wachsstangen  abbrechen.  Die  Tiefendimension 
dieser  abgebrochenen  Wachsstäbchen  habe  ich  mit  Hülfe  eines  in  Glas  geritzten 
Proportionalmaßstabes  und  einer  Lupe  bestimmt.  Die  Tiefenerstreckung 
beträgt  bei  Arbeiterzellen  im  Mittel  0,718  mm,  bei  Drohnenzellen  0,905  mm  (je 
10  Messungen).  Die  scharfe,  offenbar  durch  die  Arbeitsweise  der  Bienen 
bedingte  Abgrenzung  der  Tiefenerstreckung  zeigt  sich  auch  in  der  großen 
Gleichmäßigkeit  dieser  Tiefen,  welche  an  Arbeiterzellen  nur  zwischen  0,61  und 
0,92  mm,  an  Drohnenzellen  zwischen  0,76  und  1,0  mm  schwanken. 

Mit  Hülfe  dieser  Zahlen  ergibt  sich  der  Flächenquerschnitt  der  Rand- 
auflage, wenn  man  ihn  als  Rechteck  betrachtet,  die  Dicke  der  Zellwand  selbst 
in  Abzug  bringt  und  nur  den  zu  einer  Zelle  gehörigen  Anteil  berechnet, 

an  Arbeiterzellen  % = ^ 0,074  q y j g ^ 0,069  qmm, 

an  Drohnenzellen  = Q>500  ^ 0,905  = 0,1 85  qmm. 

ß.  Die  inneren  Kanten. 

Viel  schwieriger  sind  die  Verdickungen  der  Prismenkanten,  noch  schwerer 
die  der  Rhombenkanten  zu  messen.  Die  geplante  Herstellung  von  mikrotomischen 
Querschnitten  erwies  sich  als  unausführbar.  Zwar  lassen  sich  die  Zellwände 
ohne  zu  schmelzen  in  geschmolzenes  Paraffin  einbetten;  aber  es  ist  kein 
Lösungsmittel  bekannt,  welches  das  Paraffin  wegwüsche  und  das  Wachs  unver- 
sehrt ließe.  Auch  sind  die  zur  Untersuchung  stehenden  Größen  nicht  mikro- 
skopisch klein  und  nicht  sehr  gleichmäßig  ausgebildet.  Geradeso  wie  für  die 
Zellwinkel  das  Spiegelgoniometer,  so  dürfte  für  die  Messung  der  schwankenden 
Wanddicken  und  Kantenverdickungen  das  Mikroskop  ein  zu  empfindliches 
Instrument  sein. 

Für  die  Messung  der  Größe  -=  P (Fig.  14.),  welche  die  Dicke  der 
Wachseinlage  längs  einer  Prismenkante  darstellt,  habe  ich  zwei  Methoden  an- 
gewendet. 

Zunächst  habe  ich  die  Abstände  je  zweier  gegenüberliegenden  Prismen- 
flächen 2^2,  2 (>3  (vgl.  Tabelle  III),  welche  ich  an  meinen  Gipsabgüssen 

gemessen  habe,  benutzt,  um  die  Abstände  der  geometrischen  Schnittlinien  dieser 
Flächen,  d.  h.  die  Kantenabstände  2r\,  2r‘2,  2r‘^  des  durch  diese  Flächen  be- 
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stimmten  ideellen  Prismas  zu  berechnen.  Da  es  mir  nur  auf  Durchschnittswerte 
ankam,  genügte  es,  aus  dem  Durchschnitt  2^  (Durchmesser  des  einbeschriebenen 
Kreises)  den  Durchschnitt  2r'  (Durchmesser  des  umschriebenen  Kreises)  zu  be- 
rechnen, wobei  die  Prismenwinkel  ebenfalls  mit  ihrem  Durchschnittswert  von  120^ 

2q 


eingeführt  wurden.  Alsdann  ist  2r' 


Sodann  wurde  an  denselben  Gips- 


cos  30*^ 

abgüssen  der  wirkliche  Abstand  der  abgeplatteten  Gegenkanten  2ri,  2r^, 
2r3,  Durchschnitt  2r,  gemessen.  Die  Differenz  2r'  — 2r  ist  das  Doppelte  der 
Wachsverdickung  PP^,  also  P — r die  gesuchte  Wachsverdickung  längs  einer 
Prismenkante. 


A.  Arbeiterwabe  Th.  I.  B.  Drohnenwabe  Th.  III. 


2r' 

2r 

2F  — 2r 

2q 

2F 

2r 

2F  - 2r 

1. 

5,39 

6,22 

5,98 

0,24 

1. 

6,68 

7,71 

7,35 

0,36 

2. 

5,41 

6,25 

6,09 

0,16 

2. 

6,80 

7,85 

7,47 

0,38 

3. 

5,35 

6,18 

5,99 

0,19 

3. 

6,69 

7,73 

7,40 

0,33 

4. 

5,38 

6,21 

6,05 

0,16 

4. 

6,76 

7,82 

7,49 

0,32 

5. 

5,35 

6,18 

5,96 

0,22 

5. 

6,77 

7,82 

7,41 

0,41 

6. 

5,30 

6,13 

5,94 

0,19 

6. 

6,85 

7,91 

7,66 

0,25 

5,36 

6,20 

6,00 

0,20 

6,76 

7,80 

7,46 

0,34 

Die  mittlere  Verdickung  längs  einer  Prismenkante  ist  hiernach  für  die 
Arbeiterwabe  Th.  I.  j/i=0,10  mm;  für  die  Drohnenwabe  Th.  III.  i/i=0,17  mm. 
Für  die  Drohnenzellen  der  Übergangswabe  Th.  II.  ergab  sich  nach  derselben 
Methode  i/i  = 0,14  mm. 

Die  Betrachtung  der  Wachszellen  bei  durchfallendem  Lichte  zeigt,  daß  die 
Verdickung  sowohl  der  Prismen-  wie  der  Pyramidenkanten  geradeso  wie  die 
Verdickung  des  äußeren  Randes  nicht  allmählich  in  die  normale  Wanddicke 
übergeht,  sondern  sich  in  einer  wohlerkennbaren  geraden  Linie  scharf  dagegen 
absetzt.  Zu  demselben  Urteil  führt  das  Verhalten  der  Zellwände,  wenn  man  den 
dünnen  Teil  durch  leichten  Druck  von  den  Verdickungen  abzubrechen  sucht. 
Ist  das  Wachs  genügend  kalt  und  spröde,  so  erhält  man  gerade  Bruchlinien.®^) 
Nach  Entfernung  der  dünnen  Teile  aller  3 in  einer  Kante  zusammen- 
stoßenden Wände  ergibt  sich  eine  prismatische  Wachsstange,  deren  Querschnitt 
das  geometrische  Bild  Fig.  14.  zeigt:  XX^,  YYi,  ZZ^  sind  die  Dicken  {26)  der 
abgebrochenen  Wände,  XY^,  YZ^,  ZX^  die  Grundlinien  der  in  die  Flächenwinkel 
eingelegten  gleichschenkligen  Verdickungsdreiecke  XY^P,  YZ^R,  ZX^Q.  Mißt 


Fig.  11.  zeigt  den  Pyramidenboden  einer  Drohnenwabe,  welcher  durch  Abbröckeln 
der  Prismenwände  isoliert  ist.  Auch  in  Fig.  8.  sind  nach  Wegbröckeln  der  Wandflächen  gut 
begrenzte  Kantensäume  stehen  geblieben. 
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man  nun  mit  Hülfe  des  auf  Glas  geritzten  Proportionalmaßstabes  den  Abstand 
^(  = PiP2,  so  ist  damit  indirekt  PP^— i/  zu  erhalten.  Denn  Pj  P2  ist  gleich  der 
Höhe  PjW  des  gleichseitigen  Dreiecks  UVW,  vermindert  um  die  Höhe  P2  W 
des  gleichseitigen  Dreiecks  ZZ^W,  dessen  Seite  ZZ^^2d  ist.  UV  aber  ist 
= UX  + Yi  V + XYi  = 2 . 2,?+ 2 . PPj  •]/3==4(>  + 2/3  ■ mithin  .»-P,  P^ 

— (2i  + 2f3  .»-).^^^<iY3  + 3^;  endlich  ^ = 

20  Messungen  an  Prismenkanten  der  Arbeiterwabe  Th.  I ergaben  P^  P2 
= ^1  = 0,387  mm.  Da  ^1  = 0,037  aus  früheren  Messungen  bekannt  ist,  ergibt 

sich  v-^  = — ^ 0,064  ^ Q II  vortrefflicher  Übereinstimmung  mit  dem 

durch  die  erste  Methode  erhaltenen  Werte  0,10  mm. 

20  Messungen  an  Prismenkanten  der  Drohnenwabe  Th.  III  ergaben  P^  P2 

0 545  _ 0 079 

= ,1(1=0,545,  woraus  bei  ^1  = 0,046  folgt  Pi  = -^^ — ’ = 0,16  mm;  wieder- 

um in  voller  Übereinstimmung  mit  dem  zuerst  gefundenen  Werte  0,17  mm. 

Für  gut  ausgebildete  Arbeiterzellen  der  gemischten  Wabe  Th.  11  ist  — 0,376 
und  bei  ^1  = 0,036  (^i  :=  0,10.  Für  die  Drohnenzellen  derselben  Wabe  Th.  II  ist 
Ul  = 0,520  und  bei  = 0,047  i/i  = 0,15  mm;  — erster  Wert  0,14  mm. 

Die  erste  der  beiden  Methoden  machte  keinerlei  Voraussetzung  über  die 
Form  der  Wachsverdickungen  längs  der  Prismenkanten.  Die  zweite  Methode 
setzte  die  Geradlinigkeit  der  Begrenzungen  XYi,  YZi,  ZXi,  (Fig.  14.)  voraus. 
Die  Übereinstimmung  der  durch  beide  Methoden  unabhängig  vonein- 
ander gewonnenen  Resultate  bestätigt  die  Richtigkeit  der  für  Methode  2 
über  die  Form  der  Kanteneinlagen  gemachten  Voraussetzung.  Es  wird 
nunmehr  berechtigt  sein,  für  die  Verdickungen  der  Rhombenkanten,  welche 
sich  in  Ansehen  und  Bruch  von  denen  der  Prismenkanten  nicht  unter- 
scheiden, dieselbe  Fig.  14.  für  gütig  anzusehen  und,  da  Methode  1.  für  sich 
versagt,  die  Stärke  der  Verdickungen  d.  h.  die  Größe  P Pi  = für  sie  allein  nach 
Methode  2.  zu  bestimmen. 

Für  die  Rhombenkanten  der  Arbeiterwabe  Th.  I ist  nach  25  Messungen 

Q 5Q5  Q 007 

Pi  P2  = ,((2  = 0,505  mm;  hieraus  bei  d2  = 0fi56i^^  = — — ^ = 0,14  mm. 

Für  die  Rhombenkanten  der  Drohnenwabe  Th.  III  ist  nach  20  Messungen  Pi  P2 

= ^,2  = 0,738  mm;  hieraus  bei  62  = 0,081  ^ -^112  — q^20  mm.  Für 

die  Drohnenzellen  von  Wabe  Th.  II  ist  Pj  Pg  = ,U2  = 0,661,  also  bei  ^2  = 0>0Ö7 

^2  = — ^ ^’^^^:^0,18  mm.  Die  Böden  der  Arbeiterzellen  in  dieser  Wabe 

sind  nicht  scharf  genug  gebaut,  um  überhaupt  ebene  Teile  und  Verdickungen 
unterscheiden  zu  lassen.  In  der  regelmäßig  gebauten  Zelle  bewegt  sich  die 
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Dicke  1/  der  Einlage  längs  einer  Kante  zwischen  ^/g  und  ^3  der  Wand- 
dicke 2d.  Fig.  14.  gibt  in  lOOfacher  Vergrößerung  den  Querschnitt  durch  eine 
Rhombenkante  einer  Zelle  aus  Th.  I. 

Nunmehr  ist  der  Flächenquerschnitt  der  Kantenverdickungen,  d.  h.  die 
Fläche  des  Dreiecks  XY^P  (Fig.  14.)  anzugeben.  Dem  nicht  unmög- 

lichen Falle  leichter  Konkavität  der  Linie  XY^,  durch  welche  die  Fläche  XY^  P 
etwas  vergrößert  werden  würde,  habe  ich  dadurch  Rechnung  getragen,  daß  ich 
von  zwei  für  v gefundenen  Werten  stets  den  größeren  der  Rechnung  zugrunde 
gelegt  habe. 

Es  ist  für  die  Arbeiterwabe  Th.  I die  Flächenverdickung  längs  einer 
Prismenkante  fi  = 0,0202  qmm,  längs  einer  Rhombenkante  fs  0,0320  qmm; 
für  die  Drohnenwabe  Th.  III  sind  die  entsprechenden  Werte  fi  = 0,0501  qmm 
und  h — 0,0693  qmm;  für  die  Drohnenzellen  der  Wabe  Th.  II  fi  = 0,0390  qmm, 
f2  = 0,0562  qmm. 


III.  Das  Wachsminimum  bei  ungleichen  Wanddicken  und  Kantenverdickung. 


a)  Berechnung. 

Wenn  die  S.  38  und  39  eingeführten  Bezeichnungen  benutzt  und  die  Dicken 
^1)  ^2)  ^3  Faktoren  der  Flächen-  und  Liniengrößen  eingeführt  werden,  so 
enthält  der  gesamte  Wachsaufwand  W einer  Zelle  folgende  Bestandteile:  1.  die  öTrapez- 

flächen  F^  = 3a  (2h  — x)  • 2.  die  3 Rhombenflächen  Fg  = 3a  1^3  • ^ 

3.  die  6 Prismenkanten  Ki  = 3 (2h  — x)  • f^,  4.  die  9 Rhombenkanten  K2 
= 9 y x2 -f- a^ . f2,  5.  die  6 äußeren  Randkanten  K3  = 6a*f3^2).  Also  W = F^ 

4-  Fg  + Kl  + K2  + K3,  

lW=3a(2h  — x).<)i  + 3ar3-]/x2  + ^.dä  + 3{2h  — x)f,  + 9 f x^Ta^  ■ fj 


-|-  6 a • fg. 


Im  Folgenden  werde  ich  auch  das  Verhältnis  z = — und  die  Funktionen 

a 

2x 

der  Winkel  ;f  = AIAi  und  1/^  = AD Ai  benutzen.  (Fig.  2.)  Es  ist  tg;<  = — = 2z, 

a 


sm  Y = 


X2  + 


yi 


2z  ^ X . X z 

=,  fg  iL>  = — = z,  sm  w = 

+ 4z2  a y x2  + a2  yi+z» 


82)  Da  ich  grundsätzlich  nur  die  an  unbenutzten  Zellen  ausgeführten  Messungen 
in  die  Rechnung  einstelle,  lasse  ich  die  Deckel  der  mit  Honig  oder  Brut  gefüllten  Zellen 
unberücksichtigt.  Für  die  Feststellung  der  Form  minimalen  Wachsverbrauchs  ist  diese  Weg- 
lassung ohne  Bedeutung,  da  diese  konstanten  Wachsmengen  bei  der  Differenzbildung  aus 
den  Formeln  herausfallen  würden. 
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la  W = 3a2 1 


1 + X • ^2  + 3a  ( 


(?-) 


f,  +9a 


*1^1  + • f2  + 6 a • f3. 

Die  Bedingung  des  Minimums  von  W ist  entweder  durch  Differenziation 
oder  durch  die  Schellbachsche  Methode  zu  erhalten: 


^ ^ 3a.f3-x  , 

3a  “1 — — • ^2 


V 


x2  4- 


QO  I 9x.f2 

3 h + = o, 

l/x^  + a^ 


■ Ys-x-ä^ 


3 X • fc 


^ fx2-}-a2 

4 


l/x^  + 

a r 3 • 


+ fl  , + fl 


3L 


. X 


j/x^ 


+ 


1^X2  + 


^ ^1  + fl) 


1. 


Wird  zur  Abkürzung  p = q = 

a()i  + fj 

Bedingung  des  Minimums  die  Formen  an: 


3fo 


a^i  + f^ 


eingeführt,  so  nimmt  die 


P-^  , qx  2p.z  qz  _ 

*•  fa2  + x2“  ’ fl  + 4 z2  l^l+z2  ’ 

II  b p • sin  ;(  + q • sin  i|j  = 1 . 

Für  die  theoretische  Diskussion  ist  die  Form  Ilb  die  bequemste.  Da 
p und  q wesentlich  positive  Konstanten  sind,  die  Winkel  ^ und  i/i  gleichzeitig 
Null  sind,  wenn  Ebene  DFA  in  die  Lage  DFA^  gedreht  wird,  ferner  Winkel  x 
und  </',  also  auch  ihre  Sinus  (bis  90^)  gleichzeitig  positiv  sind  und  gleichzeitig 
wachsen,  so  können  1.  nicht  negative  Winkel  / und  ip  die  Gleichung  Ilb  be- 
friedigen. 2.  Gibt  es  ein  Wertepaar  y und  i/;,  welches  Ilb  befriedigt,  so  ist  dies 
die  einzige  reelle  Lösung  der  Gleichung,  da  bei  Wachstum  von  y und  ip  beide 
Glieder  der  Gleichung  Ilb  wachsen,  bei  Abnahme  von  y und  ip  beide  fallen, 
also  die  Summe  beider  Glieder  nicht  auf  dem  Werte  1 stehen  bleiben  kann. 
3.  Der  zweite  Differenzialquotient  von  W nach  x 


111 


d2  W 
dx2 


3 f3.a3.A2 


{fa2  + x2)  “ 


a.(fa-^^)  ^ 


d2  W 9 

kann  geschrieben  werden  Illb  = 6-1/3  • ^2  • cos^y  -h  ~ -fg-cos^  i/i.  Dieser 

Ausdruck  ist  für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  von  y und  ip  positiv.  Deshalb 
muß  das  Extremum  von  W,  welches  dem  einzigen  reellen  aus  Gleichung  II 
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zu  gewinnenden  Werte  von  x oder  z zugehört,  wirklich,  wie  die  Aufgabe  fordert, 
ein  Minimum,  nicht  ein  Maximum  sein. 

Zur  Ausrechnung  der  Unbekannten  aus  Gleichung  II  bieten  sich 


P 


folgende  Wege  dar;  1.  Bringt  man  II  auf  die  Form 


und  führt  für  1/'^  I + und 
r 4 Y 2 


4x2 


die  neuen  Unbekannten  i'  und  ri  ein, 


1 1 

welche  die  Bedeutung  H haben,  so  nimmt  II  die  Form 

sm  y sm  ip 

p q 

— + “ = 1,  oder  IV  (t  — p)  (^  — q)  = p • q an,  und  zwischen  t und  besteht  die 
e fl  ' 


Bedingung  V 4i2_/^2_3  ly  y stellen  zwei  Hyperbeln  dar,  aus  deren 
Konstruktion  sich  graphisch  i'  und  //  und  daraus  x bestimmen  lassen.  2.  Durch 
Elimination  einer  Unbekannten  aus  IV  und  V ergibt  sich  für  die  andere  eine  Gleichung 
4.  Grades,  deren  Wurzeln  nach  bekannten  Methoden  zu  gewinnen  sind.  3.  Ich  ziehe 
diesen  beiden  Methoden  die  numerische  Bestimmung  des  einzigen  brauchbaren  Wertes 

2p • z q • z 

der  Unbekannten  aus  Gleichung  II a ^ ^ , — - = 1 oder  f (z)  = 1 

|/l-|-4z^  \ \ -T 

durch  eine  dieser  Gleichung  angepaßte,  sehr  schnell  zum  Ziele  führende  Näherungs- 
methode vor. 


Sollten  z und  2 z echte  Brüche  sein,  was  durch  den  Versuch  zu  realisieren 
ist,  so  dürfte  man  die  Quadratwurzeln  in  II  a nach  dem  binomischen  Satze  ent- 

z 2 

wickeln  und  erhielte  lla’  2p.z.(l— 2z2  . . .)  + q.z(l— ~ . . .)=!.  Vernach- 
lässigt man  hierin  alle  höheren  Potenzen  als  die  erste,  so  liefert  Ila”  2 p • z^  + q • z^  = 1 

1 

den  ersten  Näherungswert  z.  = ; — . 

2p  + q 

Den  zweiten  Näherungswert  Z2  setze  ich  = z^  + 1;-^  und  bestimme  das 
Korrektionsglied  durch  Einführung  von  Z2  in  II a\  indem  ich  nunmehr  nur  die 
erste  Potenz  von  Ci  berücksichtige.  Es  ergibt  sich  II a”'  • (2  p + q — 1 2 p • 

3.q  q 

.z,2)^z,'^.(4p  + 2). 


Weitere  Annäherungen  werden  erhalten,  indem  man  die  Abweichungen  der 
Funktionswerte  f (z^)  und  f (zg)  von  1 bestimmt,  und  neue  Näherungswerte 
zwischen  Zj  und  Zg  proportional  diesen  Funktionsdifferenzen  interpoliert.  Dies 
Verfahren  ist  gerechtfertigt  und  führt  schnell  zum  Ziele,  weil  die  entscheidende 
Abhängigkeit  der  Funktion  f (z)  von  z eine  lineare  ist. 

Für  die  Arbeiterwabe  Thielitz  I sind  die  Konstanten  ermittelt:  r)i  = 0,037  mm, 
f)^  = 0,056  mm,  f^  — 0,0202  qmm,  f2  - 0,0320  qmm,  fg  = 0,0697  qmm.  Die 
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mittlere  Tiefe  h ist  = 12,1  mm.  Die  Sechsecksseite  a = 3,ll  mm  ist  bestimmt 
durch  Kombination  sehr  vieler  direkter  Messungen  über  die  Oberfläche  hin,  welche 
in  allen  drei  Richtungen  Vielfache  der  Größe  2 r + a 3 a ergeben,  mit  den  aus 
den  gemessenen  2 (j  berechneten  2 r = 2 a. 

Alsdann  ist  p = 2,23,  q - 0,71,  2 p + q = 5,17;  = 0,193, 

Ci  --  0,016,  Zg  Zi  + Ci  = 0,209. 
f(Z,)==:0,9117 

f (Z2)=  1,0050  Zp,  = 0,208 

f(z3)=-  1,0011  zl  = 0,3077 

f (zj  --  0,9999. 

Zu  dem  nach  S.  48  einzigen  Werte  z = 0,2077,  welcher  die  praktisch  zu 
erstrebende  Genauigkeit  weit  übertrifft,  gehören  die  Winkelwerte  / = 22  *^,35, 
111=11^,73.  Der  zugehörige  stumpfe  Rhombenwinkel  ist  2?  = 115^,98,  der 
Rhombenneigungswinkel  2 (j  = 141  ®,20. 

Bei  der  gegebenen  Sechsecksseite  a = 3,11  mm  beträgt  die  Verkürzung 
der  Prismenkante  x = 0,646  mm.  Die  einzelnen  Bestandteile  des  Wachsauf- 
wandes sind  in  Kubikmillimetern 

Fl  = 8,180,  = 1,533,  Ki  = 1,437,  = 0,916,  = 1,301;  W = 18,396. 

Die  Konstanten  der  Drohnenwabe  Thielitz  III  sind: 

= 0,046  mm,  A,  = 0,081  mm,  fi  0,0501  qmm,  f^  = 0,0693  qmm, 

f3=  0,18  qmm; 

die  Sechsecksseite  a = 4,02  mm,  die  unverkürzte  Prismenkante  h = 14,3  mm. 
Hieraus  folgt  p = 2,40,  q = 0,88,  2 p + q = 5,68,  Zi  = 0,176 

Ci  = 0,012,  Z2  = Zi  + ^1  = 0,188 

f(zi)  = 0,95 

f (z,)==  1,20  Zg  = 0,185 

f (zg)  = 0,993  z^  = 0,1865. 

f(zi)=  1,0000. 

Zu  z = 0, 1 865  gehören  die  Winkelwerte / = 20 »,45,  «/-  = 1 0 »57,  2 ^ = 1 1 6 »,72, 
2 (f  = 144^,74.  Bei  gegebenem  a = 4,02  mm  beträgt  die  Verkürzung  der  Prismen- 
kante x=  0,750  mm. 

Es  ist  Fl  = 15,450,  F2  = 8,564,  Ki  = 4,186,  Ko  — 3,551,  Kg  = 4,843;  W-  80,098. 
Für  die  Drohnenzellen  der  Wabe  Th.  II  ist 


= 0,042  mm,  r)2  = 0,066  mm,  fi  = 0,0390  qmm,  fg—  0,0574  qmm,  fg  = 0,18  qmm; 
a = 4,00  mm,  h = 14,3  mm,  p = 2,21,  q = 0,83. 

Es  ergibt  sich 

z = 0,2039,  7 = 220,11,  </' = 1 1 o,52,  2 ^ = 1 16o,06,  2 (/  = 141  <>,84. 

X = 0,8 1 6,  Fl  = 14,001,  r,  = 3,964,  Ki  = 8,348,  K2  = 3,108,  Kg  = 4,843 ; W=  36,668. 


Durch  Multiplikation  mit  0,96  in  Gramm  zu  verwandeln. 


==^======  51  - ■ ' — : 

Die  theoretischen  Formen  dieser  Drohnenzellen  müßten  zwischen  den  aus 
den  Konstanten  von  Th.  I und  den  aus  den  Konstanten  von  Th.  III  berechneten 
Minimalformen  liegen,  jedoch  näher  den  ersten.  Ich  werde  im  folgenden  nur 
die  beiden  Qrenzfälle  Th.  I und  Th.  III  berücksichtigen. 


b)  Der  Wachsverbrauch  verschiedener  Zellformen. 


Das  augenfälligste  und  zugleich  wichtigste  Ergebnis  der  vorangehenden 
Berechnungen  ist:  Unter  Zugrundelegung  der  durch  Messung  festgestellten 
Konstanten  ergibt  sich  als  Form  des  minimalen  Wachsverbrauchs  weder 
die  Kepler-Maraldische  Dodekaeder- Pyramide  (2(/ = 120®),  noch  die 
wirklich  vorhandene  Zellform  (Arbeiterzellen  2g.=  113^,8,  Drohnen- 
zellen 2(/  = 114^,9)  sondern  eine  wesentlich  stumpfere  Pyramidenform 
{2if  = 1410,2  und  2q^  = 144«, 7). 

Um  den  Wachsaufwand  verschiedener  Zellformen  quantitativ  zu  ver- 
gleichen, stelle  ich  in  Tabelle  VIII  die  Wachsquanta  der  einzelnen  Zellteile  und 
Zellformen  gesondert  auf.  Ww  ist  der  Wachsaufwand  in  den  wirklich 
gebauten  Zellen.  Die  einzelnen  Bestandteile  werden  erhalten,  indem  man 
die  aus  2(/  = 113o,8  und  2(^  = 1 14^,9  berechneten  Größen  z = 0,408  und 
z = 0,396  in  Formel  la  S.  48  einsetzt. 


Wd  ist  der  Wachsaufwand  der  Dodekaederform  mit  z = 


1 

2f2 


0,354; 


Wm  der  des  theoretischen  Minimums.  We  bezieht  sich  auf  eine  hypothetische 
Zellform,  wo  der  Zellboden  ein  ebenes,  regelmäßiges  Sechseck,  die  Prismen- 
wände Rechtecke,  nicht  Trapeze  sind;  z = o,  x = o,  7 = 0,  i/<  = o,  2(^  = 180^, 
2^=1200.  Da  die  3 Bodenrhomben  hier  als  Teile  desselben  Sechsecks  ohne 
Kanten  aneinandergesetzt  sind,  fallen  von  den  9 Rhombenkantenverdickungen  3 
weg;  das  Glied  Kg  ist  also  anzusetzen  =6-a-f2.  Endlich  berechne  ich  unter 
Wq  den  Wachs  verbrauch  für  den  Fall,  daß  die  Zellen  der  beiden  Wabenseiten 
auf  eine  ebene  Mittelwand  nicht  wie  in  We  wechselständig,  sondern  gegen- 
ständig aufgesetzt  sind.  In  diesem  Falle  ist  jedes  Bodensechseck  zwei  gegen- 
ständigen Zellen  gemeinschaftlich;  die  Prismenkanten  und  -Flächen  der  einen  Seite 
sind  die  Verlängerungen  der  Kanten  und  Flächen  der  andern  Seite.  Die  Boden- 
sechsecke haben  gar  keine  Innenlinien,  also  auch  keine  Innenverdickungen.  An 
jeder  Randkante  eines  Sechsecks  aber  stoßen  nicht  3,  sondern  4 Zellen  zusammen. 
Setze  ich  die  Verdickung  längs  einer  dieser  Kanten  insgesamt  gerade  so  stark 
voraus,  wie  bei  den  3 in  einer  Kante  zusammenstoßenden  Zellen,  nämlich  zu- 
sammen = 3 • f^,  so  kommt  auf  jede  einzelne  der  4 Zellen  nur  eine  Verdickung 
von  ^/4 . fg  längs  einer  Sechseckskante,  also  für  die  6 Sechseckskanten  einer  Zelle 
die  Volumenverdickung  Kg  = 72-^-^2- 

Die  Zahlen  der  Tabelle  VIII  bestätigen  das  theoretisch  abgeleitete  Resultat, 
daß  unter  den  Zellformen  mit  pyramidalen  Böden  (Ww,  Wo,  Wm)  die  Form  Wm 
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den  geringsten  Wachsaufwand  fordert.  Die  ersparbaren  Wachsquantitäten  zeigen 
sich  in  den  Differenzen:  für  Arbeiterzellen  Ww  — Wm  = 0,09  cbmm, 

Wm 


= 0,0068  = Vi48. 


für  Drohnenzellen  Ww  — Wm  = 0,25  cbmm. 


Ww-Wm 

Wm 


= 0,0083  = Yi2oi  0.  h.  wenn  die  Bienen  statt  der  Zellformen,  die  sie  wirklich 
bauen,  die  Minimalformen  verwendeten,  so  würden  sich  zwar  diese  von  jenen 
in  der  Gestalt  wesentlich  unterscheiden;  sie  würden  nämlich  um  ungefähr  30^ 
stumpfere  Pyramidenneigungswinkel  haben,  der  Unterschied  im  Wachsverbrauch 
aber  entspräche  bei  weitem  nicht  diesem  Formunterschiede.  Erst  an  148  aus- 
geführten Arbeiterzellen,  an  120  Drohnenzellen  würde  das  Material 
zu  einer  Minimalzelle  erspart  werden^Y- 

Diese  durch  Herstellung  der  Minimalform  ersparbaren  Wachsquantitäten 
sind  so  gering,  daß  sie  hinter  die  sonstigen  Schwankungen  des  Wachs- 
verbrauchs bedeutend  zurücktreten.  Schwanken  doch  die  Verdickungen  des 
äußeren  Randsechsecks  (kg)  einer  Arbeiterzelle  zwischen  0,82  und  2,12  cbmm, 
einer  Drohnenzelle  zwischen  1,38  u.  6,88  cbmm;  so  daß  an  diesen  Schwankungen 
allein  schon  von  je  10  Arbeiterzellen  und  von  je  6 Drohnenzellen  das  Material 
zu  einer  neuen  Zelle  erspart  werden  könnte. 

Viel  bedeutender  aber  als  durch  die  Minimalform  für  Pyramidenböden  sind 
die  Ersparnismöglichkeiten  durch  Verwendung  gegenständiger  Zellen  mit  ebener 
Mittelwand.  Tabelle  VIII  ergibt  für  Arbeiterzellen 

Ww  - Wg 

Ww  - Wo  - 0,41,  7- = 0,0316  = V32, 


Wm  -Wg-  0,32, 
für  Drohnenzellen 


Wm  - Wg 
Wg 


= 0,0246  = V41; 


Ww  - Wg 

Ww  - Wg  - 1,24,  — = 0,0426  - 7^3, 

Wm  -Wg 

Wm  - Wg  = 0,99,  = 0,0340  = 

d.  h.  durch  den  Bau  von  gegenständigen,  ebenbodigen  Zellen  könnten  die  Bienen 
schon  auf  32  ihrer  wirklich  ausgeführten  Arbeiterzellen  und  auf  23  ihrer  Drohnen- 
zellen je  eine  Zelle  ersparen;  ja  sie  würden  selbst  auf  41  Arbeiter-Minimalzellen 
und  auf  29  Drohnen-Minimalzellen  je  eine  Zelle  sparen  können,  wenn  sie  statt 
der  wechselständigen  Pyramidenzellen  gegenständige  Plattzellen  bauten. 

Ich  fasse  zusammen:  1.  Die  Bienen  bauen  von  den  Zellformen  mit 
Pyramidenböden  nicht  diejenige,  welche  das  Minimum  an  Wachs 
beansprucht. 


99  Durch  Berücksichtigung  der  Zelldeckel  würden  diese  Zahlen  noch  ungünstiger 
werden,  nämlich  etwa  156  und  136. 
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2.  Die  verschiedenen  Pyramidenböden  weichen  an  Wachsver- 
brauch so  unbedeutend  voneinander  ab,  daß  die  Auswahl  unter  diesen 
Formen  für  den  Materialaufwand  praktisch  gleichgültig  ist. 

3.  Eine  nennenswerte  Wachsersparnis  wäre  durch  gegenständige 
Zellen  auf  ebener  Mittelwand  zu  erreichen. 

§ 3.  Folgerungen. 

a)  Wodurch  ist  die  Form  der  Bienenzelie  bestimmt? 

Die  Tatsachen,  welche  im  vorigen  Abschnitt  festgestellt  worden  sind, 
lehren  mit  Bestimmtheit  nicht  nur,  daß  die  Bienen  nicht,  wie  man  seit  König 
geglaubt  hat,  ihre  Wohnungen  mit  minimalem  Wachsverbrauch  herstellen, 
sondern  darüber  hinaus,  daß  die  Frage  der  Wachsersparnis  ganz  künstlich  in 
das  Werk  der  Bienen  hineingetragen  worden  ist.  Nur  die  doppelseitige  Ver- 
wendung jeder  Wand  und  die  Sechsseitigkeit  der  Prismen  gewähren,  verglichen 
mit  anderen  Formen,  eine  Wachsersparnis,  aber  die  pyramidale  Grundfläche 
überhaupt  und  die  spezielle  Tendenz  auf  ganz  bestimmte  Pyramiden- 
formen muß,  wenn  sie  überhaupt  erklärbar  ist,  aus  anderen  als 
Ersparnisgründen  hergeleitet  werden. 

Lhuilier  hatte  unter  der  Voraussetzung  überall  gleicher  Wanddicken  berechnet, 
daß  aus  51  Kepler-Maraldischen  Pyramidenzellen  50  Zellen  mit  ebenem  Boden  her- 
gestellt werden  könnten;  dagegen  würde  die  viel  flachere  Form  seines  Minimum 
Minimorum  schon  auf  5 Zellen  eine  Zelle  ersparen.  Da  die  wirkliche  Wachs- 
ersparnis sehr  gering,  die  mögliche,  aber  nicht  verwirklichte  Wachsersparnis 
sehr  groß  ist,  hat  schon  Lhuilier  den  Schluß  gezogen,  daß  die  Tendenz  der 
Wachsersparnis  nicht  als  formgebendes  Prinzip  des  Bienenbaus  angesehen 
werden  darf.^®)  Für  erwägenswert  hat  Castilion  diesen  Einwand  gehalten 
„Ceux  qui  ont  avance  cette  proposition,  ont-ils  ete  guides  par  la  lumiere  ou  par 
une  fausse  lueur'‘?  Aufgenommen  haben  ihn  S.  KlügeP^)  (1805),  und  nach  langer 
Pause  (1860)  Chauncey  Wright^®);  „51  completed  cells  instead  of  50,  out  of  the 
same  material,  — a gain  hardly  worth  so  great  precision  in  construction“. 

Es  ist  zu  bezweifeln,  ob  selbst  die  tatsächliche  Ersparnis  von  Arbeit,  Raum 
und  Material,  welche  der  Bau  von  sechseckigen  Zellen  mit  doppelseitig 
benutzten  Wänden  vielen  Hummeln,  Wespen  und  Bienen  gewährt,  als  form- 
bestimmend anzusehen  ist,  oder  ob  sie  nicht  vielmehr  sekundäre  Wirkung 
anderer  Agentien  ist.  Gegen  die  übliche  leichtherzige  Anw^endung  der  Ersparnis- 
tendenz auf  diese  Stufe  des  Zellbaus  wendet  Fr.  SmitlF'O  nach  meiner  Ansicht 

95)  L.  V.  18.  S.  287-293. 

96)  L.  V.  19.  S.  278. 

90  L.  V.  21.  S.  694. 

98)  L.  V.  29.  S.  315. 

99)  L.  V.  31.  S.  132. 
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mit  Recht  ein:  Die  Ersparnis  von  Arbeit  kann  nicht  formbestimmendes  Motiv 
sein,  denn  von  ganz  nahe  verwandten  Arten  bauen  die  einen  mühsam  und  sorg- 
fältig, die  andern  lüderlich  und  leichthin,  oder  benutzen  vorhandene  Hohlräume; 
ebensowenig  die  Raumersparnis,  denn  geeigneter  Raum  ist  im  Naturzustände  im 
allgemeinen  unbeschränkt  vorhanden;  endlich  nicht  Materialersparnis,  denn 
sechsseitige,  doppelwandige  Zellen  werden  nicht  nur  aus  dem  spärlich  her- 
stellbaren Wachs,  sondern  viel  häufiger  aus  dem  überall  massenhaft  und  über- 
reichlich vorhandenen  Holzstoff  oder  Lehm  gebaut.  Wenn  aber  dieselbe  Form 
in  manchen  Fällen  ohne  Rücksicht  auf  Arbeits-,  auf  Raum-  oder  Materialaufwand 
ausgeführt  wird,  so  hat  man  kein  Recht,  in  anderen  Fällen  oder  gar  im 
allgemeinen  der  Sparsamkeit  Bedeutung  für  die  Wahl  der  Form  beizumessen. 

Der  Pyramidenbau  der  Honigbiene  ist  nun  im  Gegensatz  zu  dieser  niederen 
Stufe  der  rein  prismatischen  Zelle  tatsächlich  nicht  die  sparsamste  Bauform. 
Auch  in  anderen  Beziehungen  verfahren  die  Honigbienen  durchaus  nicht  sparsam 
mit  ihrem  wertvollen  Baumaterial:  Die  Wachsdicken  der  äußeren  Ränder 
zeigen  sehr  beträchtliche  und  gesetzlose  Schwankungen;  geben  nun  die 
dünneren  unter  ihnen  der  Randkante  genügenden  Halt,  so  ist  der  größere 
Wachsaufwand  für  die  dickeren  überflüssig.  Ferner  vergeuden  die  Bienen 
geradezu  das  Wachs,  indem  sie  auf  den  Boden  gefallene  Wachsplättchen 
massenhaft  unbenutzt  liegen  lassen. 

Die  S p a r s a m k e i t s t e n d e n z der  Bienen  istnichts  als 
eine  teleologische  Fiktion. 

Als  Erklärungsmöglichkeiten  für  die  Form  der  Bienenzelle  liegen  außer  der 
Ersparnistheorie  vor:  die  mechanische  Theorie  des  Druckes,  die  mechanische 
Theorie  der  Flüssigkeitshäutchen,  die  Rücksicht  auf  beste  Bergung  des  Honigs, 
der  Brut  und  ihres  Futters,  und  endlich  die  Rücksicht  auf  die  Festigkeit  des 
Baues. 

Mit  der  Drucktheorie  habe  ich  mich  oben  (S.  24 — 26)  auseinandergesetzt; 
sie  ist  widerlegt  durch  die  Form  der  Zellen. 

Zu  den  oben  (S.  25  u.  26)  gegen  die  Müllenhoffsche  Flüssigkeitstheorie  auf- 
gestellten Gründen  tritt  jetzt  als  stärkster:  Die  Zellformen  sind  gar  nicht 
Minimalformen;  also  ist  eine  Theorie  gerichtet,  welche  darauf  ausgeht,  zu 
erklären,  warum  sie  Minimalformen  sein  müssen.  Vernichtender  ist  nichts 
für  eine  Theorie,  als  wenn  die  Tatsachen,  zu  deren  Begründung  sie  konstruiert 
ist,  sich  als  falsch  erweisen. 

Auf  den  Vorteil  des  Pyramidenbodens,  daß  seine  Spitze  die  Lage  des  Eis, 
der  ganz  jungen  Larve  und  des  Tröpfchens  für  sie  niedergelegten  Nährhonigs 
fixirt  und  dadurch  die  Ernährung  der  Larve  sichert,  hat  schon  Maraldi^®®)  hin- 
gewiesen. Jedoch  ist  dies  ein  Vorzug  jedes  Pyramidenbodens  und  erklärt  nicht 
die  bestimmte  Pyramidenform. 


100)  L.  V.  6.  S.  407. 
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Die  größte  Bewunderung  hat  außer  der  geometrischen  Regelmäßigkeit  und 
der  angeblichen  Sparsamkeit  des  Bienenhaus  stets  seine  Festigkeit  hervor- 
gerufen. Es  ist  in  der  Tat  erstaunlich,  daß  durch  die  Verteilung  der  Last  auf 
viele  Zellen  eine  einzige  Wabe  ohne  erhebliche  Durchbiegung  oder  Zerrung  des 
zarten  Baustoffs  imstande  ist,  Gewichte  von  1 bis  2 kg  Brut  oder  Honig  zu 
tragen. 

Mehrere  von  meinen  Messungsergebnissen  lassen  die  Deutung  zu,  daß  sie 
der  Rücksicht  auf  die  Festigkeit  des  Baus  entspringen.  Erstens  sind  die 
Wachsplatten  der  Mittelwand,  auf  welche  die  Schwerezerrungen  der  beiden 
Wabenseiten  übertragen  werden,  gesetzmäßig  im  Verhältnis  3 : 2 dicker  als  die 
Prismenwände.  Zweitens  werden  die  Wände  der  Drohnenzellen  nicht  nur 
größer,  sondern  auch  dicker  gebaut,  als  die  der  Arbeiterzellen  und  zwar  die 
Prismenwände  im  Verhältnis  5 : 4,  die  Bodenwände  im  stärkeren  Verhältnis 
3 : 2.  Drittens  sind  die  Kantenverdickungen  nicht  allein  erklärbar  aus  der 
technischen  Unmöglichkeit,  die  Ebenenfugen  linear  auszuarbeiten;  sondern  sie 
sind  auch  als  Versteifungen  für  die  Wandplatten  zu  betrachten.  Beweisend 
hierfür  ist  ihr  Dickenwechsel  je  nach  Lage  und  Zellart.  Die  Drohnenzellen- 
kanten sind  stärker  verdickt,  als  die  Kanten  der  Arbeiterzellen  und  zwar  die 
Prismenkanten  im  Verhältnis  5 : 2,  die  Rhombenkanten  im  Verhältnis  2:1,  die 
Randkanten  im  Verhältnis  3 : 1. 

In  den  zusammenfassenden  Zahlen  der  Tabellen  VIII  A und  VIII  B kommen 
alle  diese  Dickenverhältnisse  dadurch  zum  Ausdruck,  daß  die  Kanten- 
verdickungen der  Arbeiterzellen  fast  Vs,  die  der  Drohnenzellen  mehr  als  ^/s  des 
gesamten  Wachsverbrauchs  enthalten.  Die  linearen  Ausdehnungen  der  beiden 
Zellarten  verhalten  sich  wie  3:4,  der  Qesamtwachsaufwand  wie  13,4:30,3; 
das  ist  fast  genau  das  Raumverhältnis  beider  Zellarten  3^  : 4^  = 27  : 64  = 13,5  : 32. 
Dies  Endverhältnis  wird  dadurch  hergestellt,  daß  der  Wachsverbrauch  der 
Wände  in  den  Drohnenzellen  gegen  die  Arbeiterzellen  nur  verdoppelt,  dagegen 
der  der  Kanten  mehr  als  verdreifacht  ist. 

Ehe  noch  König  die  Bienenzelle  als  Form  des  minimalen  Wachsverbrauchs 
erklärte,  hat  Maraldi  ihre  Gestalt  durch  ihre  besondere  Festigkeit  zu  erklären 
gesucht.^^V  Er  sieht  den  Nutzen  der  pyramidalen  Bodenform  und  der  Wechsel- 
ständigkeit  der  Zellen  darin,  daß  die  drei  in  einer  Kante  zusammenstoßenden 
Prismenwände  „als  Halt  und  Stütze  für  den  Boden  einer  Gegenzelle  dienen“. 
Reaumur^^V  nennt  die  Wände  der  einen  Wabenseite  geradezu  „Strebepfeiler“ 
(arc-boute)  für  die  Raumfülhmg  der  anderen.  S.  KlügeF®V  betrachtet  das  Bienen- 
werk unter  dem  Gesichtspunkt  des  Gewölbebaus  und  erkennt  in  der  drei  Zellen 
gemeinsamen  Kante  „gleichsam  den  Schlußstein  für  den  Boden  der  entgegen- 
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gesetzten  Zelle“.  Gründlicher  als  jemals  vor-  oder  nachher  ist  die  Festigkeit 
der  Bienenwabe  in  dem  gänzlich  unbeachtet  gebliebenen  Briefe  eines  anonymen 
Verfassers  erörtert  worden,  der  sich  an  den  Brief  Königs  vom  26.  November  1739 
anschließt.^®^) 

Diese  Betrachtungsweise  ist  gewiß  nicht  unberechtigt,  aber  sie  vermag, 
soweit  sie  bisher  geführt  ist,  nicht  zu  entscheiden,  ob  der  wirklich  ausgeführte 
oder  auch  der  dodekaedrische  Zellboden  vor  den  übrigen  möglichen  Pyramiden- 
formen einen  Vorzug  hat,  ja  nicht  einmal,  ob  und  inwieweit  der  Pyramiden- 
boden gegen  den  ebenen  Boden  mit  gegenständigen  Zellen  bevorzugt  ist. 
Denn  auch  das  ist  eine  statisch  bevorzugte  Bauweise,  wenn  jede  Wand  und 
jede  Kante  der  einen  Wabenseite  ihre  ebene  oder  gerade  Fortsetzung  auf  der 
anderen  Seite  hat,  so  daß  bei  beiderseitig  gefüllter  Wabe  alle  Seitenzerrungen 
und  Drucke  sich  als  kongruent  und  entgegengesetzt  aufheben  und  die  ganze 
Schwerewirkung  als  vertikaler  Zug  auf  die  ebene  und  senkrechte  Mittelwand 
übertragen  wird. 

Nicht  zu  übersehen  ist,  daß  die  gefüllten  Zellen  nicht  feste  Körper  sind, 
etwa  so  wie  meine  durch  Ausgießen  der  Hohlräume  hergestellten  Qipszellen. 
Wären  sie  das,  so  würde  in  der  Tat  das  Ineinander  - Keilen  oder  Kleben  der 
pyramidalen  Zellböden,  das  „emboitement  mutuel“  Lhuiliers,  einen  höheren 
Festigkeitsgrad  gewähren,  als  das  Aneinander  fügen  ebener  Böden.  Da 
aber  der  Zellinhalt  als  weiche  oder  lockere  Masse  in  den  Zellhohlräumen  liegt, 
so  haben  zunächst  die  Prismenwände  und  -Kanten  allein  den  ganzen  Druck 
aufzunehmen  und  zu  übertragen.  Für  ihre  Tragfähigkeit  dürfte  es  keinen 
Unterschied  machen,  ob  sie  mit  schräger  oder  vertikaler  Kante  an  die  Mittel- 
wand angesetzt  sind. 

Es  liegt  hier  ein  statisches  Problem  vor,  welches  wissenschaftlich  bisher 
nicht  angefaßt  worden  ist,  und  dem  ich  mich  nicht  gewachsen  fühle.  Die 
angeführten  statischen  Überlegungen  sind  nach  keiner  Seite  hin  zwingend, 
solange  sie  nicht  quantitativ  auf  Grund  der  wirklichen  Zellformen  und  der 
physikalischen  Eigenschaften  des  Wachses  durchgeführt  werden. 

Bis  dahin  schweben  alle  Behauptungen,  welche  als  Begründung  für  die 
Form  der  Bienenzelle  die  ausgezeichnete , oder  gar  maximale  Festigkeit 
ansprechen,  vollständig  in  der  Luft.  Die  Festigkeit  braucht  gerade  so  wenig 
maximal  zu  sein,  wie  der  Wachsverbrauch  minimal  ist.  Mathematisch  ganz 
absurd  sind  die  Überbestimmungen,  die  man  im  Überschwange  des  Glaubens 
an  die  Vortrefflichkeit  des  Bienenbaus  ihm  hat  auflegen  wollen.  So  hat  BuffoM^’Ü 
in  der  Bienenzelle  die  Lösung  des  Problems  verwirklicht  gesehen:  „de  bätir  le 
plus  solidement  qu’il  est  possible  dans  le  moindre  espace  possible  et  avec  la  plus 
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grande  economie  possible“.  Aber  auch  Lhuilier,  welcher  derartige  „Über- 
ladung mit  widersprechenden  Bedingungen“  verspottet,  geht  selbst  schon  zu 
weit,  wenn  er  sich  für  berechtigt  hält,  die  Festigkeit  als  das  primäre  form- 
bestimmende Prinzip  zu  betrachten,  neben  dem  die  Wachsersparnis  als  Folge 
oder  Ergänzung  sekundäre  Bedeutung  haben  soll. 

Nachdem  die  Gefahr  der  teleologischen  Erklärung  sich  an  dem  Bankerott 
der  Ersparnistheorie  soeben  deutlich  gezeigt  hat,  würde  ich  es  für  einen 
methodischen  Fehler  halten,  an  ihre  Stelle  eine  andere  teleologische  Erklärung  zu 
setzen,  welche  viel  schlechter  begründet  ist,  als  die  gestürzte  es  war.  Wir 
stehen  einem  Nichts  gegenüber,  wenn  wir  nicht  auf  die  stammesgeschichtlich- 
geometrisch-psychophysische Erklärung  zurückgreifen,  auf  welche  die  Analyse 
der  Zellformen  uns  geführt  hat  (S.  33 — 34):  Hat  die  Honigbiene  von  ihren 
Ahnen  die  Instinke  der  doppelseitigen  Verwendung  der  Seitenwände  und  der 
Stellung  der  Ebenen  unter  120®  gegeneinander  überkommen,  hat  sie  hierzu  den 
neuen  Trieb  gefügt,  auch  die  Bodenwand  doppelseitig  zu  benutzen,  so  mußte 
aus  Verbindung  der  alten  Fähigkeiten  mit  der  neuen  Tendenz  durch 
geometrischen  Zwang  und  psychophysische  Unvollkommenheit  die  Wabe 
entstehen,  die  wir  vor  uns  sehen. 

b)  Geschichtliches. 

Fragt  man,  warum  über  ein  der  Beobachtung  und  Rechnung  so  leicht 
zugängliches  Problem,  wie  Form  und  Wachsverbrauch  der  Bienenzelle  es  ist, 
falsche  Meinungen  sich  200  Jahre  hindurch  haben  erhalten  können,  so  bietet  sich 
als  nächstliegender  Grund  dar,  daß  es  sich  hier  um  ein  Grenzgebiet  ver- 
schiedenerWissenschaften  handelt.  Die  Mathematiker  mußten  das  Beobachtungs- 
material ohne  Kontrolle  von  den  Naturforschern  übernehmen;  die  Natur- 
forscher hatten  vor  den  mathematischen  Betrachtungen,  die  sich  der  neusten 
Methoden  der  höheren  Analysis  bedienten,  und  von  denen  sie  nichts  verstanden, 
ungeheuren  Respekt;  die  Philosophen  endlich  durften  sich  keine  Blöße  geben, 
indem  sie  die  gesicherten  Resultate  der  exakten  Forschung  anzweifelten. 

Dazu  kam,  daß  nach  den  Gewohnheiten  der  französischen  Akademie  der 
Wissenschaften  der  ständige  Sekretär,  in  diesem  Falle  Fontenelle,  der  weder 
Naturforscher  noch  Mathematiker  war,  die  neuen  Ideen  in  die  gelehrte  Welt 
einzuführen  hatte.  Dabei  kam  es  viel  weniger  auf  Sachlichkeit,  Richtigkeit, 
Verständlichkeit  als  auf  geistreiche,  blendende  Darstellung  an.  Diese  Ein- 
führungen sind  mehr  Zeugnis  von  der  eloquence  ihres  Autors  als  von  seiner 
Wissenschaftlichkeit.  Und  auch  wo  die  Forscher  selbst  zu  Worte  kommen, 
stehen  sie  unter  dem  Banne  des  Strebens  nach  Geistreichheit  um  jeden  Preis. 
Darunter  hat  die  Sachlichkeit  der  Berichte  sehr  gelitten;  es  ist  in  manchen 
Fällen  schwer,  in  anderen  unmöglich,  hinter  dem  Dunst  der  blendenden  Phrasen 
die  wirklichen  Leistungen  zu  erkennen  und  abzuschätzen. 
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So  sind  die  Messungen  Maraldis  schon  vor  ihrer  Veröffentlichung 
angekündigt  worden „M.  Maraldi  qui  l’etudie  depuis  long-temps  avec  soin 
promet  de  Feclaircir  quelque  jour“;  mit  Trompetenstößen  werden  sie  eingeführt 
als  „observees  attantivement  et  assiduement  pendant  un  assez  grand  nombre 
d’annees“;  und  nach  Reaumur^^^)  hat  Maraldi  „mesure  avec  grand  soin  les 
angles  de  ces  trois  rhombes  egaux^‘  und  seine  Zahlen  sind  „t^'O'^ives  par  des 
mesures  actuelles^h  Da  nun  Maraldi  selbst  durch  seine  unbestimmte  Ausdrucks- 
weise diesen  überschwänglichen  Urteilen  Nahrung  gegeben,  sie  jedenfalls  nicht 
durch  einen  schlicht  sachlichen  Bericht  widerlegt  hat,  so  sind  sie  wie  ein 
Stempel  auf  seinen  Leistungen  haften  geblieben,  den  man  bis  zum  heutigen  Tage 
respektiert  hat. 

Noch  schwerer  ist  der  Schleier  von  Mythen  zu  zerreißen,  der  sich  um 
Königs  Entdeckung  gelegt  hat.  Königs  Qedankengang  ist  selbst  in  seinem  Briefe 
vom  26.  November  1739  nicht  dargelegt;  noch  weniger  in  der  Auf- 
machung, in  welcher  seine  Resultate  durch  Fontenelle  und  Reaumur  der 
wissenschaftlichen  Welt  vorgesetzt  worden  sind.  Beide  Nichtmathematiker 
sprechen  König  nach,  daß  das  Bienenproblem  „passe  de  beaucoup  les 
forces  de  la  Geometrie  commune“  und  halten  seine  Lösung  für  eine  bedeu- 
tende mathematische  Leistung,  während  der  mit  der  Methode  vertraute  König 
sie  „peu  difficile,  mais  fort  curieux“  nennt.  Die  Überschätzung  dieser  Leistung 
hat  Bestand  gehabt,  trotz  Mac-Laurin,  Gramer,  Le  Sage,  Boscovich,  Lhuilier 
und  Schellbach. 

Die  allgemein  bekannten  Berichte  Fontenelles  und  Reaumurs  wider- 
sprechen sich  in  dem  geschichtlich  wichtigen  Punkte:  hat  Reaumur,  wie 
Fontenelle  berichtet,  unbestimmt  gefragt,  ob  die  Bienen  „pouvoient  etre 
determinees  ä un  choix  par  quelque  raison  geometrique“,  oder  hat  er  selbst  die 
spezielle  Fragestellung  des  Pappus  nach  dem  Minimum  des  Wachsverbrauchs  auf 
die  Maraldische  Form  ausgedehnt? Aus  Königs  Briefe  erfahren  wir^^^),  daß 
Reaumur  fragte:  „si  les  Abeilles  construisent  leurs  Alveoles  de  la  maniere  la  plus 
parfaite,  et  la  plus  Geometrique;  et  si  de  toutes  les  figures  possibles,  elles  ont 
choisi  celle  oü  avec  le  plus  d’espace  dans  TAlveole,  elles  depensent  cependant  le 
moins  de  Matiere  quäl  est  possible“.  Also  die  Priorität  des  Gedankens  vom 
Minimum  des  Wachsverbrauchs  gehört  in  der  Tat  Reaumur.  Aber  seine  Frage 
ist  mit  ganz  unklaren  Nebenbestimmungen  belastet,  aus  denen  König  erst  das 
exakt-geometrische  Problem  herausschälen  mußte. 
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König  hat  den  stumpfen  Rhombenwinkel  der  Bodenpyramide  nicht  wie 
Maraldi  auf  109“  28’  sondern  auf  109“  26’  bestimmt.  An  diese  Differenz  von 
2 Minuten  hat  man  die  schwersten  Folgerungen  geknüpft. 

Man  liest  und  hört  hin  und  wieder^^^):  Die  Logarithmentafel  welche  König 
benutzt  hat,  hat  an  der  entscheidenden  Stelle  einen  Fehler  gehabt.  Dieser  Fehler 
ist  dadurch  erkannt  und  verbessert  worden,  daß  die  Bienen,  die  bei  ihrer  Arbeit, 
und  Maraldi,  der  bei  seiner  Messung  von  den  Fehlern  der  Logarithmentafel 
unabhängig  waren,  den  wahren  Winkel  der  Minimalzelle  ans  Licht  gebracht 
haben.  Ja,  das  Verdienst  der  Bienen  wird  noch  weiter  gesteigert:  sie  haben 
durch  Aufdeckung  des  Fehlers  der  Logarithmentafel  aufgeklärt,  warum  ein 
Schiff,  das  diese  Tafel  zur  Ortsbestimmung  benutzte,  scheitern  mußte,  und 
haben  damit  weitere  Unglücksfälle  verhütet. 

Herrschend  aber  ist  die  Deutung Die  Mathematik,  selbst  die  höhere, 
hat  sich  gegenüber  dem  Problem  des  minimalen  Wachsverbrauchs  eine 
bemerkenswerte  Blöße  gegeben  und  hat  sich  die  Korrektur  durch  die  exakt 
arbeitenden  Bienen  und  den  exakt  messenden  Maraldi  gefallen  lassen  müssen; 
.,the  bee  was  right  and  the  analyst  wrong.“ 

Ich  habe  den  Glauben  an  die  Exaktheit  der  Bienen  und  Maraldis 
zerstört  und  damit  diesen  Irrtürnern  a priori  den  Boden  entzogen.  Ich  habe 
mich  trotzdem  bemüht,  ihrer  Entstehung  nachzuforschen  und  auch  a posteriori 
ihre  Unhaltbarkeit  nachzuweisen. 

Die  Fabel  vom  Fehler  in  der  Logarithmentafel  kann  nicht  sehr  alt  sein;  ich 
finde  sie  zuerst  bei  Wood  (1865),  aber  noch  nicht  bei  Lord  Brougham  (1856), 
in  dessen  Tendenz  ein  solches  Märchen  in  majorem  gloriam  dei  et  apium  sehr 
gut  passen  würde.  Von  Königs  Zeitgenossen  führt  keiner  den  Fehler  auf  eine 
fehlerhafte  Logarithmentafel  zurück^^“);  Mac-Laurin  (1743)  meint,  daß  König  die 
„Ausrechnung  nicht  weit  genug  geführt  hat“,  Boscovich  (1760),  daß  er  „eine 
komplizierte  Annäherungsformel  benutzt  haben  möge“;  ebenso  glaubt  Klügel 
(1772)  an  einen  „sehr  zusammengesetzten  Winkelausdruck“;  Lhuilier  (1781) 
spricht  „von  einem  sehr  überraschenden  Fehler“  ohne  Erklärung.  Auch  hat  ja, 
wie  wir  jetzt  wissen,  Maraldi  den  stumpfen  Rhombenwinkel  richtig  berechnet, 
zweifellos  mit  Hülfe  der  Logarithmen,  etwa  28  Jahre  vor  König;  Gramer  und 
Mac-Laurin  haben  ihn  3 bis  4 Jahre  nach  König  sogar  auf  Sekunden  genau 
bestimmt;  — nirgends  findet  sich  die  Spur  eines  Logarithmenfehlers.  Ich  habe 
außerdem  sin  f = die  Formel,  welche  König  höchstwahrscheinlich  benutzt 

hat,  nach  den  lOstelligen  Tafeln  von  Vlaq  (Goudae  1628),  welche  allen  späteren 
Tafeln  zugrunde  liegen,  nach  den  Sstelligen  von  Newton  (London  1658)  und 
den  7stelligen  von  Sherwien  (London  1742,  3.  Aufl.)  berechnet;  alle  liefern  über- 
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einstimmend  den  richtigen  Winkelwert  6=54<^44‘.  Auch  die  Fehlerverzeichnisse 
von  A.  Gernerth^i^)  und  W.  L.  Glaisher^^'^)  bemerken  an  diesen  Stellen  keinen  Fehler. 

Des  Rätsels  Lösung  ist  sehr  einfach.  König  hat  in  der  Tat,  wie  er  selbst 
sagt,  eine  Logarithmentafel  benutzt;  aber  nicht  die  Tafel  war  fehlerhaft,  sondern 
er  selbst  hat  beim  Abrunden  des  Winkels  e auf  Minuten  einen  Fehler  von 
einer  Minute  gemacht.  Wenn  eine  Erklärung  dieses  Versehens  nötig  ist,  so 
mag  sie  darin  liegen,  daß  er  die  ganze  Sache  sehr  schnell  und  wohl  auch  flüchtig 
behandelt  hat.  Zwischen  Reaumurs  Frage  und  dem  Briefe  nach  Bern  liegen 
nur  „einige  Tage“.  In  diesen  Tagen  hat  König  das  Problem  formuliert,  gelöst, 
berechnet,  die  kleine  Ausarbeitung  („une  petite  piece”)  gemacht  und  in  der 
Akademie  gelesen;  dabei  mag  zur  Nachprüfung  der  Rechnung  die  Zeit  gefehlt 
haben. 

Größeren  Mathematikern  sind  größere  Fehler  passiert.  Wood  schätzt  die 
Möglichkeit  des  Irrens  nicht  richtig  ein,  wenn  er  fragt  „How  could  so 
excellent  a mathematician  make  so  grave  a mistake“?  Auf  denselben  Reverend 
J.  Q.  Wood  geht  die  Fabel  von  dem  gescheiterten  Schiffe  zurück.  Um  die 
Bedeutung  jenes  Winkelfehlers  zu  beleuchten,  nimmt  er  den  Fall  an,  daß 
ein  Kapitän  mit  der  falschen  Logarithmentafel  den  Ort  des  Schiffes  bestimmt 
hätte:  „a  mistake  sufficiently  great  to  have  caused  the  loss  of  a ship“.  Diese 
Worte  sind  hypothetisch  gemeint,  aber  sie  können,  geradeso  wie  jenes  unglück- 
selige „etant“  Maraldis,  auch  als  Wiedergabe  eines  Faktums  yerstanden  werden, 
— und  sind  so  verstanden  worden.  — 

Wohl  zu  keiner  Zeit,  vielleicht  die  Zeit  der  griechischen  Sophistik  aus- 
genommen, ist  das  Wissen  so  hoch  geschätzt,  ja  überschätzt,  sind  seine  Ver- 
treter und  Förderer  so  geehrt  worden,  wie  zur  Zeit  der  Aufklärung  in  der  Mitte 
des  18.  Jahrhunderts.  Die  Gelehrten  wurden  als  die  wahren  Wohltäter  der 
Menschheit  gepriesen  und  schätzten  sich  selbst  nicht  geringer  ein.  Die  erleuch- 
tetsten Fürsten  warben  um  ihre  Freundschaft,  gründeten  und  schützten  die 
gelehrten  Körperschaften,  um,  zum  eigenen  Ruhme  und  zum  Nutzen  ihrer  Länder, 
aus  den  Blüten  des  Geistes  die  edelsten  und  nützlichsten  Früchte  zu  ziehen.  Die 
Expeditionen  der  französischen  Akademiker  nach  Pol  und  Äquator  sind  „plus 
utiles,  et  par  consequent  plus  memorables,  que  celle  d’un  Alexandre. Es 
ist  die  Zeit  der  großen  wissenschaftlichen  Berühmtheiten,  auch  der  Natur- 
forscher. Jeder  von  diesen  Gelehrten  wachte  eifersüchtig  über  seinen  auf 
gegenseitige  Anerkennung  gegründeten  Ruhm,  bereit,  seinen  Freunden  und 
Förderern  mit  gleicher  Münze  zu  zahlen.  „Zu  keiner  Zeit,  weder  zuvor  noch 


A.  Gernerth,  Zeitschr.  für  die  österr.  Gymn.  XIV.  Wien  1863.  S.  407—443. 

W.  L.  Glaisher,  Monthly  Notices  of  the  R.  Astr.  Soc.  Vol.  XXXII.  London  1872. 
S.  255—262.  Vol.  XXXIII.  London  1873.  S.  330—345. 

119)  L.  V.  32.  S.  430. 

120)  L.  V.  8.  S.  355. 
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nachher,  haben  die  Naturforscher  sich  gegenseitig  so  geehrt,  wie  damals. 
Reaumur,  Haller,  Bonnet,  Spallanzani  behandeln  einander  in  ihren  Schriften  als 
lauter  Genies  und  Weltberühmtheiten.  Sie  waren  auch  weltberühmt.“  „Das 
Höchste  hat  in  dieser  Art  von  Berühmtheit  gewiß  Reaumur  erreicht. Der 
enthusiastische  Autoritätsglaube,  der  Schatten  dieser  Berühmtheit,  ist  der 
Maraldi-Königschen  Entdeckung  zugute  gekommen.  Nachdem  sie  von  Fontenelle 
und  Reaumur  eingeführt,  von  Buffon  und  Bonnet  verbreitet  worden  war, 
streckte  die  Mitwelt  die  Waffen  vor  dem  Schilde,  mit  dem  die  Zelebrität,  die 
Eloquenz,  der  Esprit  dieser  Heroen  sie  deckte;  die  spärlichen  Pfeile  der  Kritik 
prallten  ohnmächtig  von  ihm  ab. 

c)  Anknüpfung  an  philosophische  Theorien. 

Wenn  auch  die  Natur  einer  Qrenzgebietsfrage,  die  Unsachlichkeit  der 
Berichterstattung  und  Autoritätsglaube  es  verständlich  machen,  daß  die  Maraldi- 
Königsche  Theorie  der  Bienenzelle  ohne  ernsthafte  Nachprüfung  schnelle 
Triumphe  feierte,  so  liegt  der  letzte  Grund  ihres  Sieges  und  ihrer  dauernden 
Herrschaft  doch  tiefer,  nämlich  in  ihrer  Harmonie  mit  den  philosophischen 
Theorien  und  den  populären  Geistesströmungen  der  Zeit.  Es  ist  geradezu 
staunenswert,  wie  die  verschiedensten  philosophischen  Systeme  in  der  Lehre 
von  der  Form  und  dem  Sinn  der  Bienenzellen  Stütze  oder  Bestätigung  fanden, 
oder  sich  wenigstens  mit  ihr  abzufinden  wußten. 

Zwar  konnte  die  Descartessche  Schule,  welche  alle  Zwecke  in  der  Natur 
leugnete,  den  minimalen  Wachsverbrauch  nur  als  Tatsache  anerkennen,  ohne 
ihn  zu  deuten;  aber  die  dodekaedrische  Zellform,  welche  sie  aus  dem  gegen- 
seitigen gleichmäßigen  mechanischen  Druck  vieler  gleicher  Zylinder  oder  Kugeln 
zu  verstehen  glaubte,  war  ihr  ein  herrliches  Schulbeispiel  für  die  seelenlose,  rein 
automatische  Lebenstätigkeit  der  Tiere.  Der  berühmte  Buffon  hat  dieser  Er- 
klärung der  Zellform  aus  der  Doktrin  der  Cartesischen  Schule  heraus  durch  seine 
Naturgeschichte  ungeheure  Verbreitung  gegeben.  Ist  sie  auch  zu  keiner  Zeit 
unwidersprochen  geblieben,  so  ist  sie  doch  niemals  ganz  verschwunden  und  ist 
immer  wieder  aufgetaucht,  wenn  der  Glaube  an  die  Möglichkeit  rein 
mechanischer  Naturerklärung  neue  Kräfte  gewann.  Mit  diesem  Glauben  ist  sie 
in  der  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  neu  erstanden  und  dürfte  zurzeit  unter 
den  Biologen  die  herrschende  sein. 

Vollkommen  ließen  sich  Maraldis  und  Königs  Entdeckungen  durch  die  An- 
nahme einer  hohen  Intelligenz  der  Bienen  erklären.  Daß  die  Bienen  ihre  Zellen 
ohne  Zwischenräume  aneinanderfügen,  und  daß  sie  von  den  drei  hierfür  möglichen 
Formen  diejenige  zur  Ausführung  bringen,  welche  bei  gleichem  Wachsverbrauch 
die  geräumigsten  Honigbehälter  liefert,  war  schon  für  Pappus  der  Grund,  ihnen 
eine  natürliche  geometrische  Überlegung  (qvorA7]i',  tiqÖvoiuv\  ja  eine 

Emil  Rädl,  Geschichte  der  biologischen  Theorien.  Teil  I.  Leipzig  1905.  S.  126. 
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Weisheit  {nocflai')  zuzuschreiben,  ^^2)  welche  von  der  dem  Menschen  erreich- 
baren besten  und  vollkommensten  Weisheit  und  mathematischen  Einsicht  nur 
dem  Grade  nach  verschieden  ist.  Die  geometrische  Regelmäßigkeit  und  Gesetz- 
mäßigkeit, das  zweckmäßige  Ineinandergreifen  im  Leben  und  Werk  der  Bienen 
dürfte  jedem  nicht  wissenschaftlich  geschulten  Beschauer  diese  Erklärung,  die  ein 
unbefangener  Analogieschluß  von  menschlichem  auf  tierisches  Wesen  ist,  als 
einfachste  und  natürlichste  nahelegen.  In  den  Kreisen  der  Bienenfreunde  und 
Bienenzüchter  hat  sie  stets  geherrscht  und  herrscht  auch  heute.  Ihr  hat  der 
populäre  Materialismus  des  19.  Jahrhunderts,  der  die  körperlichen  und  geistigen 
Unterschiede  zwischen  Mensch  und  Tier  möglichst  zu  verwischen  strebte,  ein 
sehr  kurzes  wissenschaftliches  Mäntelchen  umgehängt;  sie  lebt  in  den  neusten 
populären  Werken.  Die  moderne  Tierpsychologie  ist  am  Werk,  die  an- 
thropomorphische  Deutung  oberflächlicher  Beobachtungen  durch  experimentelle 
Prüfung  und  vorurteilslose  Analyse  zu  beseitigen. 

Von  Anbeginn  sind  die  Entdeckungen  über  Form  und  Wachsersparnis  der 
Bienenzelle  unter  teleologischem  Gesichtspunkt  angesehen  worden.  Die 
Aristotelische  Lehre  von  den  Endursachen  oder  Zwecken,  den  causae  finales  im 
Gegensatz  zu  den  causae  efficientes,  ist  durch  Leibniz  erneuert  worden.  Er  hat 
das  Leitmotiv  dieser  Weltanschauung  in  den  Worten  formuliert  „errant  valde, 
ne  quid  gravius  dicam,  qui  causas  finales  cum  Cartesio  in  Physica  rejiciunt,  cum 
tarnen  praeter  admirationem  divinae  sapientiae  pulcherrimum  nobis  principium 
praebeant  inveniendi  earum  quoque  rerum  proprietates,  quarum  interior  natura 
nondum  tarn  clare  nobis  cognita  est,  ut  causis  efficientibus  proximis  uti,  machi- 
nasque,  quas  conditor  ad  effectus  illos  producendos,  finesque  suos  obtinendos 
adhibuit,  explicare  valeamus“. 

Der  Teleologie  liegt  die  Überzeugung  zu  Grunde,  daß  ein  Schöpfer  mit 
allumfassender  Weisheit  und  Güte  seine  Zwecke  in  der  sichtbaren  Welt  ver- 
wirklicht hat,  und  daß  die  Menschen  als  gottähnliche  Intelligenzen  befähigt  sind, 
sowohl  aus  dem  Geschehen  in  der  Welt  die  Absichten  Gottes  zu  erkennen,  wie 
aus  den  erkannten  Zwecken  das  Geschehen  als  notwendig  zu  begreifen.  Die 
Mitte  des  18.  Jahrhunderts,  die  Zeit  der  Aufklärung,  in  welche  auch  jene  Ent- 
deckungen über  die  Bienenzelle  fallen,  ist  die  klassische  Zeit  dieses  Glaubens. 
Niemals  hat  er  eine  solche  Macht  über  die  Gemüter,  eine  solche  Beweiskraft 
für  die  Wissenschaft  besessen,  wie  zu  jener  Zeit. 

Wie  hoch  der  Glaube  an  den  wissenschaftlichen  Wert  der  teleologischen 
Spekulation  sich  versteigen  konnte,  sieht  man  an  dem  Unterfangen  Joh.  Heinr. 
Lamberts  „Die  Einrichtung  des  Weltbaus“  aus  den  „Absichten  der  Schöpfung“ 
zu  deduzieren.^^^)  In  der  Briefform  dieses  Werkes  heißt  es  (S.  84):  „Aus  der 

122)  L.  V.  1.  S.  304. 

123)  Unicum  Opticae,  Catoptricae  et  Dioptricae  Principium.  Acta  Eruditorum. 
Lipsiae  1682.  S.  185. 

124)  Cosmologische  Briefe  über  die  Einrichtung  des  Weltbaus.  Augspurg  1761. 
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Teleologie  leiten  Sie  die  Absichten  her,  und  aus  der  Erfahrung  finden  Sie,  daß 
die  Mittel  zu  solchen  Absichten  vorhanden  sind.“  „Es  ist  nur  zu  bedauern,  daß 
die  Untersuchung  derselben  noch  ehender  eine  blose  Qlaubenssache  ist,  dabey 
jeder  sich  das  Recht  vorbehält,  seinen  Beyfall  nach  seiner  Willkühr  einzurichten, 
und  daß  die  Besorgniß  der  Ausnahme  der  Allgemeinheit  der  teleologischen  Sätzen 
in  so  fern  Abbruch  thut,  daß  man  sie  lieber  durch  die  Erfahrung  bestätigt 
wissen,  und  vor  dem  Sehen  nicht  glauben  will.“  (Vorrede  S.  VIII.)  „Das  Lehr- 
gebäude von  den  Absichten  der  Schöpfung  ist  lange  noch  nicht  so  vollständig, 
daß  man  . . . jede  vorkommende  Fälle  daraus  beurtheilen  könnte.“  (S.  IX.) 

Freilich,  die  Geringfügigkeit  der  erreichten  Resultate  stimmte  wenig  zu 
diesen  hohen  Tendenzen,  und  die  endlosen  Kontroversen,  die  sich  an  jeden 
Schritt  knüpften,  zeigten,  auf  wie  unsicherem  Boden  man  sich  bewegte.  So 
wurde  diesen  Teleologen  denn  doch  bei  ihrer  Qottähnlichkeit  bange.  Bei  aller 
Begeisterung  für  die  causes  finales  entschlüpft  schon  Fontenelle  das  WorV-^): 
„Ce  qui  appartient  ä la  sagesse  du  Createur  semble  Gre  encore  plus  au  dessus 
de  nötre  faible  portee,  que  ce  qui  appartient  ä sa  puissance“.  Ein  anderer 
Akademiker,  Mairan,  warnt  ^2®):  „il  n’y  a pas  de  methode  plus  incertaine,  plus 
equivoque  et  quelquefois  plus  temeraire“.  Für  D’Alembert  hat  sie  nur  den  Wert 
eines  nachträglichen  Vergleichs  ^27^.  ^gt  dangereux  de  se  servoir  des  causes 

finales  ä priori  pour  trouver  les  lois  des  phenomenes;  il  est  peut-Gre  utile  et  il 
est  au  moins  curieux  de  faire  voir  comment  le  principe  des  causes  finales  s’accorde 
avec  les  lois  des  phenomenes,  pourvü  qu’on  ait  commence  par  determiner  ces 
lois  d’apres  des  principes  de  mechanique  clairs  et  incontestables^k 

Eines  der  wenigen  sicheren  teleologischen  Prinzipien  schien  das  der  Spar- 
samkeit zu  sein:  Es  ist  der  Weisheit  des  Schöpfers  angemessen,  die  erstrebten 
Wirkungen  mit  den  geringsten  Mitteln  zu  erreichen.  Die  höhere  mathematische 
Analysis,  welche  in  ihrer  Methode  der  Maxima  und  Minima  das  Werkzeug 
besitzt,  unter  verschiedenen,  zu  demselben  Ziele  führenden  Wegen  den  des 
geringsten  Kraftaufwandes  zu  bestimmen,  gewinnt  damit  den  Wert  eines 
teleologischen  Erkenntnismittels;  sie  verleiht  dem  Menschengeiste  die  Kraft,  die 
Gedanken  des  Schöpfers  zu  ergründen.  Ihren  klassischen  Ausdruck  hat  diese 
metaphysische  Deutung  der  Maxima  und  Minima  durch  Leonhard  Euler 
gefunden  ^28).  ^^Cum  enim  Mundi  universi  fabrica  sit  perfectissima,  atque  a Creatore 
sapientissimo  absoluta,  nihil  omnino  in  Mundo  contingit,  in  quo  non  maximi  minimive 
ratio  quaepiam  eluceat:  quamobrem  dubium  prorsum  est  nullum,  quin  omnes 
Mundi  effectus  ex  causis  finalibus,  ope  Methodi  maximorum  et  minimorum  aeque 
feliciter  determinari  queant,  atque  ex  ipsis  causis  efficientibus“. 

‘25)  Histoire  de  l'acad.  Roy.  des  Sciences.  Paris  1716.  S.  108. 

126)  Ebenda.  1723.  S.  382. 

121)  Encyclopedie  tome  II.  Paris  1751.  Art.  Causes  finales.  S.  789. 

128)  Methodus  inveniendi  lineas  curvas  Maximi  Minimive  proprietate  gandentcs. 
Lausanne  und  Genf  1744.  S.  245. 
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Fermat  hatte  zuerst  den  Weg  des  gespiegelten  und  des  gebrochenen  Licht- 
strahls als  den  „der  kürzesten  Zeit“  bestimmt  Leibniz  hatte  dem  Lichte  die 
via  omnium  facillima  beigelegt  und  das  Prinzip  der  Minima  in  sein  philosophi- 
sches System  eingereiht,  Maupertius,  Königs  Freund,  steigerte  es  weit  über 
die  nötigen  Einschränkungen  hinaus  zum  „principe  de  la  moindre  action“,  und 
vermaß  sich,  unbescheidener  als  Lambert,  in  seinem  Essay  de  Cosmologie  des 
Einblicks  in  die  „Premiers  principes  de  la  Nature  . . . ces  lois  . . . que  nous  ne 
pouvons  pas  douter  qui  ne  soient  celles  que  l’Etre  supreme  s’est  proposees 
dans  la  formation  de  l’Univers".^^^) 

Über  das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion  entbrannte  der  Streit,  in  dem  alte 
Freundschaften  sich  in  erbitterte  Feindschaften  verwandelten,  Maupertius  und 
Euler  auf  der  einen,  Voltaire  und  König  auf  der  anderen  Seite,  sich  aufs 
heftigste  bekämpften/®^) 

König  bestritt,  daß  es  Maupertius  gelungen  sei,  „die  Gesetze  der  Be- 
wegung und  der  Ruhe  aus  den  Attributen  der  höchsten  Intelligenz  abzuleiten“; 
er  erkannte  den  Satz  vom  Minimum  der  Aktion  nicht  als  universales  Prinzip 
der  Mechanik  an,  forderte  vielmehr  den  Nachweis  seiner  Gültigkeit  aus  den 
primären  Sätzen  des  Widerspruchs  oder  des  zureichenden  Grundes/®®)  Aber 
als  Leibniz’  und  Wolffs  Schüler  leugnete  er  keineswegs  den  wissenschaftlichen 
Wert  des  Zweckbegriffs;  er  legte  ihm  hervorragenden  heuristischen  Wert  bei 
überall,  wo  es  sich  um  ein  sicher  festzustellendes  Minimum  handelt:  „ on  ne 
risquera  cependant  jamais  de  tomber  dans  l’erreur,  lors  qu’on  assüre,  que  la  Nature 
a pris  la  voie,  qu’on  peut  demontrer  Gre  la  meilleure,  la  plus  courte  ou  la  plus 
avantageuse“/^^)  Seine  Untersuchung  über  das  Minimum  des  Wachs  Verbrauchs 
in  der  Bienenzelle  sieht  er  als  Analogon  zu  den  Minimalproblemen  Fermats,  der 
Bernoulli  und  Leibniz’  an  und  sein  Resultat  als  einen  Ausfluß  des  teleologischen 
Sparsamkeitsprinzips. 

Das  ganze  Sehnen  dieses  wissensfrohen  und  wissensstolzen  Geschlechts 
war  auf  apriorische  teleologische  Erkenntnis  gerichtet.  Begeisterte  und  Zweifler 
teilten  den  Glauben  an  die  Verwirklichung  und  die  Erkennbarkeit  von  Ge- 
danken der  Weisheit  in  der  Natur,  nur  über  die  Wege  zu  diesem  Erkennen 
waren  sie  verschiedener  Ansicht.  Nun  bot  sich  diesen  teleologisch  gestimmten 
Menschen  im  Bau  der  Bienenzelle  ein  Fall  der  vollkommenen  Zweckmäßigkeit, 


‘29)  Varia  opera  math.  Tolosae  1679.  S,  156.  Berliner  Abdruck  1861.  Dieselbe  Seite. 
‘30)  Acta  Eruditorum.  Lipsiae  1682.  S.  185 — 190. 

‘3‘)  Leiden  1751.  S.  3.  Daselbst  sind  auch  die  Schriften  von  1744  und  1746  aus  den 
Abhandlungen  der  Pariser  und  Berliner  Akademie  abgedruckt. 

‘32)  Vgl.  A.  Mayer,  Geschichte  des  Prinzips  der  kleinsten  Aktion.  Leipzig  1877. 
E.  Dühring,  Kritische  Geschichte  der  Prinzipien  der  Mechanik.  3.  Aufl.  Leipzig  1887. 
S.  100—102,  287-302. 

‘33)  Nova  Acta  Eruditorum.  Lipsiae  1751.  S.  125,  175. 

‘3‘)  L.  V.  8.  S.  362. 
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an  die  man  glaubte,  und  die  sich  doch  stets  der  Erkenntnis  entzog.  Hier  war 
geometrische  Regelmäßigkeit  nach  einfachem  Gesetz;  hier  war  deutliche 
Anpassung  der  Mittel  an  erkennbare  Zwecke;  hier  Sparsamkeit,  kontrollierbar 
nach  der  Methode  der  Minima. 

Die  Verwirklichung  der  vollkommensten  Form  und  der  möglichen  Wachs- 
ersparnis schien  in  der  Bienenzelle  mit  einer  Exaktheit  und  durch  eine 
Beherrschung  der  Geometrie  erreicht,  welche  über  das  der  tierischen  Intelligenz 
erreichbare  Maß  weit  hinausging.  Die  Künste  der  elementaren  Geometrie 
konnte  man  mit  Pappus  intelligenten  Tieren  allenfalls  Zutrauen.  Hier  aber  war 
mehr;  hier  zeigte  sich  deutliche  Anwendung  der  neuesten  Methoden  des  Un- 
endlichkleinen. Wenn  nicht  das  ganze  Werk,  so  wies  dieses  Mehr  bestimmt 
über  die  Bienen  hinaus  auf  ihren  weisen  und  gütigen  Schöpfer:  „Mais  ä la  fin 
les  Abeilles  en  s^auroient  trop,  et  l’exces  de  leur  gloire  en  est  la  ruine.  II  faut 
remonter  jusqu’ä  une  Intelligence  infinie,  qui  les  fait  agir  aveuglement  sous  ses 
ordres,  sans  leur  rien  accorder  de  ces  lumieres  capables  de  s’accroitre  et  de  se 
fortifier  par  elles-memes,  qui  font  tout  I’honneur  de  notre  Raison“. ^3^) 

Deshalb  mußte  die  Bienenzelle  als  ein  Meisterwerk  des  Schöpfers  ver- 
standen werden;  deshalb  mußte  man  gegenüber  dem  hier  aus  weiten  Gesichts- 
punkten erkennbaren  Schöpfungsplan  die  Kleinarbeit  des  Messens  und  Rechnens 
gering  achten;  deshalb  konnten  Zweifel  und  Einwände,  die  das  Gesetz  des 
Minimums  der  Aktion  von  seinem  metaphysischen  Thron  stürzten,  dem  Gesetz 
des  minimalen  Wachsverbrauchs  nichts  anhaben. 

Uns  macht  das  „etant“  Maraldis^^®)  den  Eindruck  eines  Fehlschlusses  oder 
einer  Erschleichung.  Für  einen  Sohn  jener  Zeit  hatte  die  Überlegung  zwingende 
Gewalt:  wenn  die  Rhombenwinkel  die  Größe  von  109”28’  haben,  so  sind  die 
Trapezwinkel  ihnen  gleich,  so  gibt  es  im  ganzen  Bau  nur  eine  Winkelgröße, 
so  ist  die  größte  Leichtigkeit  und  Einfachheit  der  Herstellung  mit  der  schönsten 
Symmetrie  der  Form  vereinigt,  — also  haben  die  Rhombenwinkel  die  an- 
gegebene Größe.  Denn  die  Form  der  größten  Einfachheit  und  Schönheit  ist  die 
der  Vollkommenheit  der  Schöpfung  allein  angemessene.  So  hat  Maraldi  tat- 
sächlich schon  den  ersten  Teil  der  Frage,  welche  Reaumur  König  vorlegte, 
gestellt  und  beantwortet,  nicht  durch  Messung,  sondern  aus  dem  teleologischen 
Prinzip  heraus,  welches  Fontenelle  formulierte  „on  n’attribuera  jamais  ä 
rintelligence  infinie  des  vües  trop  parfaites“  — man  kann  der  unendlichen  Weishei 
gar  nicht  zu  vollkommene  Absichten  zuschreiben. 

Wo  soviel  Zweckmäßigkeit  sich  nachweisen  ließ,  da  hielt  man  sich 
für  berechtigt,  noch  viel  mehr,  wenn  auch  vorläufig  nicht  nachweisbar, 
oder  sogar  noch  nicht  erkennbar,  zu  vermuten.  Deshalb  dekretierte 


135)  Fontenelle,  L.  V.  7.  S.  35. 
13«)  Siehe  oben  S.  36. 

137)  L.  V.  8.  S.  35. 
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man  aus  teleologischer  Einsicht  heraus,  daß  die  Bienenzellen  nicht  nur 
die  vollkommenste  Form  und  die  größte  Wachsersparnis,  sondern  auch 
die  größte  Festigkeit  besäßen.  Reaumur  stellte  ihnen  für  alle  noch  un- 
bekannten Vollkommenheiten  gewissermaßen  Qeneralvollmacht  aus,  indem 
er  selbst  in  ihren  Fehlern  geheime  Vorzüge  ahnte „Je  ne  saurois  croire 
qu’on  doive  attribuer  les  especes  d’irregularites  que  je  viens  de  faire  re- 
marquer,  ä manque  d’adresse  de  ia  part  des  Abeilles‘‘;  und  „il  est  indubitable 
qu’elle  (nämlich  die  Unregelmäßigkeit  des  Baues)  tend  ä rendre  l’ouvrage  plus 
parfait,  qu’elle  a quelque  utilite  qui  sera  admiree,  des  qu’elle  sera  connue“.  — 

Wenn  auch  die  Folgezeit  nicht  so  ausschließlich  teleologisch  gestimmt  war, 
wie  die  Mitte  des  18.  Jahrhunderts,  so  hat  doch,  mit  einziger  Ausnahme  des 
theoretischen  Materialismus,  keine  der  Doktrinen,  welche  die  Leibniz-Wolffsche 
Philosophie  und  die  Aufklärung  ablösten,  teleologische  Qesichtpunkte  entbehren 
können.  Der  Kantsche  Kritizismus^^®)  und  die  Naturphilosophie  haben  dem 
Zweckbegriff  in  der  Biologie  große  Wichtigkeit  beigelegt;  sie  haben  ihn  nicht 
nur  als  heuristisches  Prinzip  sondern  als  die  metaphysische  Grundlage  objek- 
tiver Zweckmäßigkeit  der  Natur  anerkannt. 

Selbst  die  Forscher,  die  heute  die  Forderung  aufstellen,  das  Leben  auf  rein 
physisch-chemische  Kräfte  zurückzuführen,  bemühen  sich,  Zweckmäßigkeiten 
aufzudecken.  Ftinter  der  Darwinschen  natürlichen  Zuchtwahl  steht  als  heim- 
liches oder  offen  bekanntes  Agens  der  Zweck,  die  Veryollkommnungstendenz, 
der  Entwicklungsplan,  das  innere  Prinzip  des  Fortschritts  yom  Niederen  zum 
Höheren.^^®)  Er  kommt  zum  Vorschein,  auch  wenn  er  sich  gern  hinter  seiner 
Schwester,  der  Kausalität  yerstecken  möchte;  denn  Zweckmäßiges  kann  nicht 
aus  Zufall  und  Mechanismus  entspringen.  Manches  heutige  Lehrbuch  der 
Biologie  erinnert  stark  an  das  einstmals  erträumte  „Lehrgebäude  yon  den 
Absichten  der  Schöpfung“.  Die  Forscher  und  die  Verfasser  sind  sich  nicht  immer 
bewußt,  welch  schlüpfriger  Boden  die  Zweckforschung,  selbst  die  Sicherheit 
des  Prinzips  vorausgesetzt,  ist.  Die  Gefahr  des  Irrens,  in  die  der  Mensch  sich 
begibt,  wenn  er  es  wagt,  „den  großen  Gedanken  der  Schöpfung  noch  einmal  zu 
denken“,  wird  offenbar  an  dem  Wandel  der  Anschauungen  über  viele  biologische 
Zweckzusammenhänge,  über  die  einmal  volle  Klarheit  zu  herrschen  schien. 

Bei  dem  echt  menschlichen,  alle  Irrungen  und  Enttäuschungen  überdauern- 
den teleologischen  Bedürfnis,  von  dem  nur  tiefe  Spekulation  die  einen, 
uuphilosophische  Oberflächlichkeit  die  andern  zu  befreien  vermag,  ist  durch 
allen  Wandel  der  Zeiten  hindurch  die  Bienenzelle  das  unbestrittene  Muster  und 
Schaustück  der  instinktiven  Verwirklichung  höherer  Zwecke  gewesen. 

138)  L.  V.  10.  S.  11,  19. 

139)  W.  Ernst,  Der  Zweckbegriff  bei  Kant.  Berlin  1909. 

1^9)  Einen  Überblick  über  die  Entwicklung  und  die  Literatur  des  Darwinismus  gibt 
Ed.  von  Hartmann  in  Ostwalds  Annalen  der  Naturphilosophie.  Bd.  2.  Leipzig  1903. 
S.  285-355. 
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Für  Darwin  selbst  ist  der  Instinkt  der  Honigbiene  „the  most  wonderfull 
of  all  known  instincts‘‘.  Natürliche  Zuchtwahl  hat  ihn  durch  zahlreiche  auf- 
einanderfolgende leichte  Abänderungen  einfacher  Instinkte  entwickelt;  „the  motive 
power  of  the  process  of  natural  selection  having  been  the  construction  of  cells 
of  due  strength  and  of  the  proper  size  and  shape  for  the  larvae,  this  being 
effected  with  the  greatest  possible  economy  of  labour  and  wax‘‘.  Hier  hat  die 
natürliche  Zuchtwahl  ihr  Meisterwerk  getan,  über  das  sie  nicht  mehr  hinauskann: 
„for  the  comb  of  the  hive-bee,  as  far  as  we  can  see,  is  absolutely  perfect  in 
economising  labour  and  wax“. 

Wie  einst  den  Teleologen  des  18.  Jahrhunderts  hat  bei  der  Beurteilung  des 
Bienenbaus  dem  großen,  vorurteilslosen  Beobachter  die  metaphysische  Idee  der 
Vollkommenheit  das  Urteil  getrübt.  Messung  und  Rechnung  lehren:  Die  Form 
der  Bienenzelle  hat  nicht  die  gerühmte  Regelmäßigkeit;  ihre  Sparsamkeit  ist 
ein  teleologisches  Phantom.  Die  Geschichte  der  Bienenzelle  in  Naturforschung, 
Geometrie  und  Philosophie  ist  die  Geschichte  eines  zweihundertjährigen  Irrtums. 

Zusammenfassung. 

I.  Die  Seiten  sowohl  wie  die  Winkel  der  sechsseitigen  Prismen  weichen 
in  normalen  Zellen  der  Honigbiene  sehr  wenig  von  der  Gleichheit  ab. 

II.  Die  Bodenpyramide  der  Bienenzelle  hat  zuerst  (1619)  Kepler,  gestützt 
auf  das  Gesetz  der  Raumfüllung,  als  stumpfe  Ecke  des  Rhombendodekaeders 
angesprochen.  Maraldi  hat  (1712)  durch  Rechnung  unter  Voraussetzung  der 
Symmetrie,  nicht  durch  genaue  Messung,  den  stumpfen  Rhombenwinkel  auf 
109"  28’  bestimmt.  (Neigungswinkel  120"). 

III.  Die  Winkel  der  Bodenplatten  zeigen  viel  größere  Schwankungen 
als  die  Prismenwinkel.  Ihre  Mittelwerte  (abgerundet:  stumpfer  Rhomben- 
winkel 107",  Neigungswinkel  114")  sind  erheblich  kleiner  als  die  von  der  Kepler- 
Maraldischen  Theorie  verlangten  Winkel  (109", 5 und  120").  Die  Kepler- 
Maraldische  Größe  der  Kantenwinkel  wird  noch  nicht  vom  dritten,  die  der 
Neigungswinkel  noch  nicht  vom  sechsten  Teile  der  Winkel  erreicht. 

IV.  Die  Bodenplatten  sowohl  der  Arbeiter-  wie  der  Drohnenzellen  sind 
gesetzmäßig  dicker  als  die  Prismenplatten.  Sämtliche  Kanten  zeigen  erhebliche, 
mit  der  Plattendicke  wechselnde  Verdickungen. 

V.  Die  Kepler-Maraldische  Zellform  ist  das  Minimum  der  Oberfläche,  aber 
nicht  des  Wachsverbrauchs. 

VI.  Die  für  minimalen  Wachsverbrauch  bei  Berücksichtigung  der  un- 
gleichen Wanddicken  und  der  Kantenverdickungen  berechnete  Bodenpyramide 
hat  erheblich  stumpfere  Formen  als  die  Dodekaederform,  und  erst  recht 
stumpfere  als  die  von  den  Bienen  wirklich  ausgeführte  Bodenpyramide. 
(Neigungswinkel  der  3 Formen:  143",  120",  114";  Kantenwinkel:  116",  109",  107®). 


141)  L.  V.  34.  S.  287. 


VII.  Die  Wachsersparnis,  welche  die  Bienen  erzielen  könnten,  wenn  sie 
ihre  Bodenpyramiden  durch  die  sparsamste  Pyramidenform  ersetzten,  ist  sehr 
gering  (Vi48  oder  V120  einer  Zelle).  Sie  ist  unbedeutend  gegenüber  gewissen 
unregelmäßigen  und  unwirtschaftlichen  Wachsaufwendungen,  unbedeutend  auch 
gegenüber  der  Ersparnis,  welche  gegenständige  Zellen  mit  senkrechter  ebener 
Mittelwand  bieten  würden.  (V32  oder  V23  einer  Zelle.) 

VIII.  Die  Bienen  bauen  nicht  nur  nicht  in  der  sparsamsten  Form,  sondern 
es  kommt  für  die  Bienenzellen  die  Wachsersparnis  überhaupt  nicht  als  form- 
bestimmend in  Betracht. 

IX.  Die  Festigkeit  der  Bienenwabe  ist  in  Anbetracht  des  biegsamen  Bau- 
stoffes sehr  groß.  Zerrungen  durch  Schwerewirkung  sind  an  unbenutzten  Zellen 
gar  nicht,  an  benutzten  in  sehr  geringem  Maße  bemerkbar.  Daß  die  Bienenwabe 
m.it  wechselständigen  Zellen  und  pyramidenförmig  geknickter  Mittelwand  das 
Maximum  von  Festigkeit  leistet,  ist  oft  behauptet,  aber  nie  bewiesen  worden. 
Auch  in  dieser  Beziehung  scheint  die  Wabe  mit  gegenständigen  Zellen  auf  ebener 
MHtelwand  hinter  der  Wabe  mit  Pyramidenboden  nicht  zurückzustehen. 

X.  Da  weder  rein  mechanische  Kräfte,  noch  die  Intelligenz  der  Bienen, 
noch  teleologische  Tendenzen  die  Form  der  Bienenzelle  verständlich  zu  machen 
vermögen,  gewinnt  die  phylogenetisch-geometrische  Erklärung  an  Bedeutung: 
Die  Honigbienen  sind,  indem  sie  den  an  der  einseitigen  Wabe  psylogenetisch 
erworbenen  Instinkt,  Ebenen  nur  unter  120°  aneinanderzufügen,  auf  die  doppel- 
seitige Wabe  übertrugen,  durch  geometrischen  Zwang  zur  Tendenz  der 
dodekaedrischen  Zellform  gelangt. 

XI.  Daß  diese  Zellform  sehr  selten  erreicht  wird,  (unter  24  Zellen  nur  ein- 
mal), ist  aus  der  Natur  der  Sinnes-  und  Arbeitsorgane  der  Bienen,  also  phycho- 
physisch  zu  erklären.  Die  Abweichungen  der  wirklich  hergestellten  Strecken 
und  Winkel  von  ihren  Mittelwerten  und  den  erstrebten  Werten  lassen  Gesetz- 
mäßigkeiten, Unterschiedsschwellen,  Unterschiedsempfindlichkeiten  und  Kon- 
stanten im  Sinne  des  Weber-Fechnerschen  Gesetzes  erkennen. 


Zu  S.  14-15. 


Tabelle  I.  Durchmessermessungen  auf  der  Oberfläche. 

I A.  Unbenutzte  Arbeiterzellen. 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6.  1!  7. 

8. 

Abweichungen  des  größten  und 

kleinsten  Durchmessers  von 

dem  an 

-Ql 

Grösse  mittleren 

2(>2 

2 f 3 

2(> 

absolut 

relativ  zum  mittleren 

+ 

— 

+ 

— 

Th.  r 1. 

5,34 

5,35 

5,41 

5,37 

0,17 

0,03 

0,032 

0,006 

Th.  I 2. 

5,4Ü 

.5,31 

5,33 

5,37 

0,01 

0,29 

0,002 

0,055 

Th.  ir  3. 

5,29 

5,49 

5,32 

5,37 

0,00 

0,01 

0,010 

0,002 

Th.  II  4. 

5,20 

5,27 

5,50 

5,36 

0,13 

0,02 

0,024 

0,004 

Mittel 

5,34  1 

1 

5,36 

5,41 

j 5,37 

0.09 

0,017 

1 

“ 59 

I B.  Unbenutzte  Drohnenzellen. 


Th.  IIP  1. 

7,09 

6,80 

6,96 

6,95 

0,13 

0,16 

0,109 

0,023 

Th.  III  2. 

7,08 

6,72 

6,90 

6,90 

0,18 

0,18 

0,026 

0,026 

Th.  IP  3. 

7,11 

6,65 

6,83 

6,86 

0,28 

0,18 

0,041 

0,026 

Th.  II  4. 

7,10 

7,03 

6,65 

6,93 

0,07 

0,38 

0,010 

0,054 

Mittel 

1 7,10 

6,80 

6,84 

j 

0,20 

0,028 

1 

~ 36 

1 C.  Benutzte  Arbeiterzellen. 


Th.  IV  1. 

4,95 

5,15 

5,12 

5,07 

0,03 

0,17 

0,006 

0,033 

Th.  IV  2. 

5,05 

5,39 

5,43 

5,29 

0,04 

0,34 

0,007 

0,063 

3. 

5,44 

5,49 

5,49 

5,47 

0 

0,05 

0 

0,009 

4. 

5,13 

5,19 

5,18 

5,17 

0,01 

0,05 

0,002 

0,010 

Mittel 

1 

5,14 

5,31 

5,31 

5,25 

0,08 

1 0,016 

1 

6 2 

Anzahl  der  Messungen  207;  also  jeder  Zahlen  wert  Resultat  von  6 Messungen. 


1)  Gemessen  von  Herrn  Prof.  Sachs  mit  Spiegelgoniometer.  - Zahl  der  Messungen  in  II  A 315,  in  II  B 416,  also  jeder  Wert  in  II  A Ergebnis 
von  7 Messungen,  in  II  B von  9 Messungen.  Die  Winkelwerte  jedes  Prismas  sind  ausgeglichen  auf  die  Summe  von  6-  120  = 720®. 
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Zu  S.  19—20.  Tabelle  II.  Die  Prismenwinkel.  Winkel  ist  der  oberste,  der  unterste. 

II  A.  Arbeiterzellen  der  Wabe  Th.  I. 


Zu  S.  20— 21. 


Tabelle  HI.  Die  Prismendurchmesser. 

2()i  ist  der  horizontale  Durchmesser. 


III  A.  Arbeiterzellen  der  Wabe  Th.  I. 


1. 

2^1 

2. 

2^2 

3. 

2(^3 

4. 

Mittel 

2^. 

5.  i 6. 

Abweichung  d( 
kleinsten  Dun 
mittleren  dei 

absolut 

+ i - 

1 T."  1 

äS  größt! 
ch  messe] 
rselben  ] 

reh 
Izum  m 

+ 

8. 

m und 
rs  vom 
Zelle 

itiv 

ittleren 

9.  1 

Abw 

Einzeln 

ab- 

solut 

10. 

eichung  der 
littel  V.  Haupt- 
mittel 

relativ 

1.* 

5,47 

5,35 

.->,36 

5,39 

0,1 1 

0,01 

0,020 

0,002 

+0,03 

0,006 

2.* 

5,26 

5,53 

5,43 

5,41 

10 

17 

18 

31 

+ 5 

9 

3.* 

5,18 

5,47 

5,4 1 

5,35 

6 

23 

11 

43 

— 1 

2 

4 * 

5,35 

5,43 

5,35 

5,38 

s 

0 

15 

0 

+ 

4 

5.* 

5,21 

5,46 

5,47 

5,38 

1 

25 

2 

46 

+ 

4 

0.* 

5,28 

5,42 

5,21 

5,30 

14 

7 

27 

13 

— 6 

11 

7. 

5,45 

5,24 

5,36 

5,35 

9 

12 

17 

22 

— 1 

2 

8. 

5,31 

5,35 

5,32 

5,33 

3 

1 

6 

2 

— 3 

6 

9. 

5,47 

5,23 

5,38 

5,36 

9 

15 

17 

28 

0 

0 

10. 

5,40 

5,28 

5,23 

5,30 

12 

5 

23 

9 

— 6 

1 1 

11. 

5,42 

5,39 

5,41 

5,41 

1 

2 

2 

4 

+ 5 

9 

12. 

5,40 

5,35 

5,29 

5,35 

5 

6 

9 

11 

— 1 

2 

Mittel 

1 

5,38 

5,34 

5,36 

0,08 

0,016 

0,03 

0,0055  = 

’ 182 

III  B.  Drohnenzellen  der  Wabe  Th.  III. 


1.* 

6,79 

6,63 

6,61 

6,68 

0,16 

0,02 

0,024 

0,003 

—0,05 

0,007 

2* 

6,82 

6,75 

6,72 

6,76 

7 

3 

10 

4 

+ 

3 

5 

3.* 

! 6,89 

6,73 

6,79 

6,80 

10 

6 

14 

9 

+ 

7 

11 

4.* 

6,60 

6,74 

6,73 

6,69 

1 

13 

2 

19 

— 

4 

5 

5.* 

6,83 

6,86 

6,65 

6,78 

3 

21 

4 

26 

+ 

5 

8 

6.* 

6,81 

6,65 

6,88 

6,78 

7 

16 

10 

23 

+ 

5 

8 

7.* 

6,73 

6,59 

6,72 

6,68 

1 

13 

1 

19 

— 

5 

7 

8.* 

6,68 

6,65 

6,68 

1 6,67 

0 

3 

0 

5 

— 

6 

8 

9.* 

6,79 

6,69 

6,83 

6,77 

4 

10 

6 

15 

+ 

4 

6 

10. 

6,82 

6,89 

6,60 

6,77 

7 

22 

10 

32 

+ 

4 

6 

11. 

6,82 

6,61 

6,68 

6,70 

14 

7 

21 

10 

— 

3 

4 

12. 

6,50 

6,7 1 

6,69 

6,63 

2 

19 

3 

28 

— 

10 

14 

Mittel 

' 

6,76 

6,71 

6,72 

6,73 

, i 

0,09 

i 

0,012 

1 

NI 

1 

i 0,0o 

' 1 
- 1 

0,0074  = — 

’ 135 

Zahl  der  Messungen  in  IlIA  103,  in  IIIB  138;  also  jeder  Wert  in  IlIA  Resultat  von  etwa  3, 

in  IIIB  von  etwa  4 Messungen. 


Zu  S.  21-22. 


Tabelle  IV.  Neigungswinkel  der  Pyramidenflächen. 

Der  Winkel  an  der  in  der  Vertikalebene  liegenden  Kante  geht  voran. 

IVA.  Bienenzellen  Th.  I. 


1. 

2. 

2(f2 

3. 

2^/3 

4. 

Mittel 

2y. 

5.  6. 

Absolute  Ab- 
weichung des 
größten  und 
kleinsten  vom 
mittleren 

+ 1 - 

j\ 

ab- 

solut 

1 

Aittel 

relativ 

9.  1 

Abw 
der  Einz 
Hai] 

ab- 

solut 

10. 
eichung 
elmitlel  vom 
ipt  mittel 

relativ 

1.* 

122,3 

117,0 

121,2 

120,1 

1.1 

4,2 

2.7 

0,022 

+ 6.3 

+ 0,055=+ 

2_ 

124,1 

117,9 

113,6 

118,9 

6,2 

4,3 

5,3 

45 

+ 5,1 

3." 

120,4 

116,5 

114,5 

117,5 

3,9 

2,0 

3,0 

25 

+ 3,7 

4.* 

112,8 

111,5 

121,5 

115,3 

8,7 

1,3 

5,0 

44 

+ 1,3 

5. 

118,4 

107,6 

117,6 

111,5 

0,8 

10,0 

5.4 

46 

+ d.7 

6.* 

114,1 

111,2 

115,3 

113,5 

1,2 

2,9 

2,1 

18 

— 0,3 

7. 

112,8 

114,5 

112,8 

113,3 

l,f 

0 

0,9 

8 

— 0,5 

8.* 

118,3 

110,3 

108,8 

112,1 

8,0 

1,5 

4,8 

43 

— 1,4 

114,4 

112,5 

109,4 

112,1 

1,9 

3,1 

2,5 

22 

— 2,7 

10. 

109,2 

112,0 

111,6 

110,9 

0,4 

2,4 

1.4 

13 

— 2,9 

11. 

109,2 

115,9 

106,2 

110,1 

6,7 

3,0 

4,9 

45 

— 3,4 

12.* 

110,2 

100,8 

109,4 

106,8 

0,8 

8,6 

4,7 

' 43 

- 7,0 

-0,062=- 
' 16 

Mittel  : 

115,5 

112,3 

113,5 

113,8 

+ 3,0 

-3,6 

3,3 

1 0,031  =4 

1 ' 33 

3,0 

0,026=+ 

' 39 

IV  B.  Drohnenzellen  Th.  III  u.  Th.  II. 


Th.III.  1. 

117,2 

121,8 

117,1 

118,7 

4,6 

0.1 

2,4 

0,020 

+ 3,8 

+ 0,033=1 

Th.  IIP)  2. 

119,6 

1 1 9,0 

1 17,6 

118,7 

0,6 

1,4 

1,0 

8 

+ 3,8 

Th.  11*3. 

111,3 

121,8 

121,6 

1 41-8,2 

0,2 

10,3 

5,3 

43 

+ 3,3 

Th.  II.  4. 

119,0 

1 1 6,0 

116,3 

1 117,1 

2,7 

0,3 

1,5 

13 

+ 2,2 

Th.  II.*  5. 

111,9 

122,2 

117,0 

117,0 

1 3,2 

5,1 

5,4 

44 

+ 2,1 

Th.  II.*  6. 

117,6 

116,6 

1 15,9 

116,7 

1,0 

0,7 

0,9 

8 

+ 1,8 

Th.  II.  7. 

119,9 

108,2 

117,0 

1 115,0 

2,9 

8,8 

5,9 

50 

+ 0,1 

Th.  II.*  8. 

119,2 

1 14,7 

108,4 

114,7 

4,5 

6,3 

5,4 

47 

— 0,2 

Th.  III.  9. 

113,9 

1 13,1 

114,6 

113,9 

0.7 

0,8 

0,8 

7 

- 1.0 

Th.III.*10. 

110,3 

115,6 

109,2 

111,7 

5,3 

1.1 

3,2 

29 

— 3,2 

Th  III.*11 

112,4 

106,8 

114,0 

111,1 

1,6 

5,6 

3,6 

31 

- 3,8 

Th.III.  12. 

i 

108,9 

1 

97,6 

1 

106,7 

3,6 

11,3 

63 

— 8,2 
' 1 

— 0,071  =+ 

' 41 

Mittel 

115,1 

114,5 

115,1 

pTu,» 

+ 2,7 

- 4,3 

.r,  1 

0,030  = + 

’ 33 

2,8 

0,024=+ 

41 

b Gemessen  mit  Spiegelgoniometer  durch  Herrn  Prof.  Sachs.  — Zahl  der  Messungen 
in  IVA  257,  in  IVB  270;  jeder  Zahlenwert  Ergebnis  von  rund  7 Messungen. 


Zu  S.  22-23. 


Tabelle  V.  Winkel  der  Pyramidenkanten  gegeneinander, 
berechnet  aus  den  Neigungswinkeln  der  Ebenen. 

2si  ist  der  2(fi  gegenüberliegende  Winkel;  keiner  seiner  Schenkel  liegt  in  der  Vertikalebene. 
Numerierung  der  Zellen  dieselbe  wie  in  Tabelle  IV. 

V A.  Bienenzellen  Th.  I. 


1. 

2fi 

2. 

2^2 

1 

3. 

2.^3 

4. 

Mittel 

2£ 

5.  1 6. 

Absolute  Ab- 
weichung des 
größten  und 
kleinsten  vom 
mittleren 

+ i - 

7.  1 

h 

ab- 

solut 

8. 

Aittel 

relativ 

9.  1 

Abwe 
der  Einzi 
Hau 

ab- 

solut 

10. 

lichungen 
elmittel  vom 
ptmittel 

relativ 

1.* 

2. 

113,2 

117,4 

104,2 

108,7 

111,5 

100,9 

109,6 

109,0 

1," 

8,7 

7,3 

7,8 

4,5 

8,3 

0,041 

76 

+ 2,9 
+ 2,3 

0,027+ 

3.* 

113,2 

107,5 

104,2 

108,3 

5,7 

3,2 

4,5 

42 

+ 1,6 

4.* 

104,3 

102,0 

116,3 

107,5 

12,0 

2,3 

T,2 

69 

+ 0,8 

5.* 

113,4 

9G,0 

112,4 

107,3 

1,0 

16,4 

8,7 

78 

+ 0,6 

6.* 

107,5 

103,3 

109,21 

106,7 

IJ 

4,2 

3,0 

28 

0 

7. 

105,7 

108,2 

105,7 

106,7 

2,5 

0 

1,3 

12 

0 

8.* 

114,1 

102,5 

101,0' 

105,9 

11,6 

1,5 

6,6 

64 

— 0,8 

1 

9.* 

109,2 

106,0  • 

102,0 

106,2 

105,9 

2,6 

4,6 

3,6 

34 

-0,8 

10. 

102,8 

106,8 

105,3 

0,6 

3,4 

2,0 

! 19 

-1,4 

11. 

102,9 

112,1 

99,2 

104,8 

9,5 

3,7 

6,6 

64 

-1,9 

12.* 

107,8 

94,7 

106,9  j 

103,1 

0,9 

12,2 

6,6 

62 

— 3,6 

Mittel 

109,3 

101,1 

106,3 

106,7 

+4,9 

—5,2 

5,1 

0,049= - 
' 20 

M 

0,013=1 

V B.  Drohnenzellen  Th.  III  u.  Th.  II. 


Th.  III.  1. 

106,7 

113,8 

105,9 

108,8 

7,1 

0,8 

4,0 

0,037 

+ 1+ 

Th.  III.  2. 

110,3 

109,4 

107,1 

108,9 

0,9 

2,3 

1,6 

15 

+ 1,6 

1 

i 

Th.  II.*  3. 

99,5 

115,1 

114,9 

109,8 

0,2 

15,4 

7,8 

68 

+ 2,5 

1+0,023=1 

i 

Th.  II.  4. 

111,2 

106,6 

107,1 

108,3 

4,1 

0,5 

2,3 

21 

+ 1,0 

Th.  II.*  5. 

100,0 

116,2 

109,0 

108,4 

7,2 

16,2 

11,7 

108 

+ 1,1 

1 

Th.  II.*  6. 

109,5 

108,0 

106,9 

108,1 

1,5 

1,1 

1,3 

12  1 

+ 0,8 

Th.  II.  7. 

115,0 

96,4 

111,3 

107,0 

3,7 

4,9 

4,3 

39 

+ 0,3 

Th.  II.*  8. 

114,4 

108,6 

98,1 

107,0 

5,8 

10,5 

8,2 

75 

— 0,3 

Th.  III.  9. 

106,8 

105,6 

107,8 

100,7 

1,0 

1,2 

1,1 

10 

— 0,6 

Th.III.*10. 

104,0 

111,1 

100,2 

105,1 

7,1 

10,9 

9,0 

87 

— 2,2 

Th.III.*ll. 

107,5 

99,1 

109,5 

105,4 

2,0 

8,4 

5,2 

49 

— 1,9 

Th.  III.  12. 

107,4 

90,5 

111,3 

103,1 

3,9 

16,9 

10,4 

97 

— 4,2 

— 0,039=-- 
' 26 

Mittel 

107,7 

100,7 

107,4 

j 107,3 

+3,7 

—7,3 

5,f) 

0,051=  ' 

’ 20: 

1,5 

0,014=1 
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Zu  s.  27—34.  Tabelle  VI.  Psychophysische  Konstanten. 

VI A.  Arbeiterzellen.  VI  B.  Drohnenzellen. 


Zu  S.  42. 

Tabelle  VH.  Wanddicken.  2^^  Prismenwände,  2<\  Bodenwände, 


Tabelle  VH  A.  Tabelle  VII  B. 

Arbeiterwabe  Th.  I.  Drohnenwabe  Th.  III. 


2^1 

25, 

25, 

1 

25, 

0,055 

1 

0,085 

0,075 

0,125 

62 

90 

80 

130 

65 

93 

80 

135 

65 

95 

80 

135 

65 

95 

85 

140 

65 

98 

85 

140 

68 

100 

85 

140 

70 

100 

85 

140 

70 

100 

85 

143 

70 

102 

85 

144 

70 

104 

85 

145 

70 

105 

85 

148 

70 

105 

87 

150 

70 

105 

90 

150 

70 

105 

90 

153 

72 

105 

90 

155 

72 

110 

90 

157 

72 

110 

90 

160 

72 

110 

90 

160 

73 

110 

90 

160 

73 

112 

90 

162 

73 

112 

90 

163 

75 

113 

90 

165 

75 

113 

95 

165 

75 

113' 

95 

165 

75 

118 

95 

167 

77 

118 

95 

170 

77 

120 

100 

170 

77 

120 

100 

175 

78 

120 

100 

176 

80 

120 

100 

180 

80 

120 

100 

183 

80 

120 

100 

185 

80 

122 

100 

185 

82 

125 

100  ! 

190 

83 

127 

100 

190 

83 

130 

105 

195 

83 

130 

105 

197 

90 

132 

107  ! 

200 

95 

135 

115 

203 

25,  = 0,0739 

25,  = 0,1112 

25,  = 0,0924 

2^^^  = 0,1624 

± 0,0012 

j_  0,0019 

+ 0,0014 

+ 0,0033 

Tabelle  VII. 


Zu  S.  51—53. 


VIIL  Der  Wachsverbrauch. 

VIII  A.  Arbeiterwabe  Th.  I.  (a  = 3,11,  h = 12,1.) 


Ww 

Wd 

1 

Wm  I 

We 

Wg 

Fl 

7,93 

7,97 

8,13 

8,35 

8,35 

F2 

1,80 

1,72 

1,52 

1,41 

1,41 

Kl 

1,39 

1,40 

1,43 

1,47 

1,47 

K2 

0,97 

0,95 

0,92 

0,60 

0,45 

K3 

1,30 

1,30 

1,30 

1,30 

1,30 

W 

13,39 

13,34 

13,30 

13,13 

12,98 

F94) 

9,73 

9,69 

9,65 

9,76 

9,76 

K 

3,66 

3,65 

3,65 

3,37 

3,22 

VIII  B.  Drohnenwabe  Th.  III.  (a  = 4,02,  h — 14,3.) 


Fl 

14,96 

15,08 

15,45 

15,87 

15,87 

F2 

4,28 

4,09 

3,56 

3,34 

3,34 

Kl 

4,06 

4,09 

4,19 

4,30 

4,30 

K2 

2,70 

2,66 

2,55 

1,67 

1,25 

K3 

4,34 

4,34 

4,34 

4,34 

4,34 

W 

30,.34 

30,26 

30,09 

29,52 

29,10 

F 

19,24 

19,17 

19,01 

19,21 

19,21 

K 

1 1,10 

1 1 ,09 

11,08 

10,31 

9,99 

F = Fj  -{-  F2  ist  der  Waclisaufwand  in  den  Flächen, 

K = Kl  + K2  + K3  ist  der  Waclisaufwand  längs  der  Kanten. 


Fig.  2. 

0 


Fig.  la. 


Fig.  6. 


Fig.  3. 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


rig.  lu. 


Fig.  11 


Fi g.  12. 


Fig.n. 
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